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Ein allgemeiner Satz über doppelt berührende Kegel- 
schnitte, von dem der STEiNERSche Satz über doppelt 
berührende Kreise ein Spezialfall ist. 

Von 
K. Röhn. 

Steiner behandelt in einem Aufsatze: Elementare Lösung einer 
geometrischen Aufgabe, und über einige damit in Beziehung stehende 
Eigenschaften der Kegelschnitte 1 ), die Beziehungen eines Kegel- 
schnittes zu seinen doppelt berührenden Kreisen. Er spricht da- 
selbst *) folgenden Satz aus: „Zieht man aus den Brennpunkten F 
und F t nach allen Tangenten des Kegelschnittes K Strahlen unter 
demselben beliebigen Winkel <p, so liegen ihre Fußpunkte allemal 
auf einem den Kegelschnitt K doppelt berührenden Kreise Q." 

Dieser Satz erscheint als Spezialfall eines weit allgemeineren 
Satzes, der nach mancher Richtung bemerkenswert ist und sich etwa 
in der folgenden Weise formulieren läßt. Sind q> und irgend 
zwei sich doppelt berührende Kegelsclmitte, ist i Hire gemeinsame Be~ 
rührungssehne und k eine beliebige Gerade; legt man ferner aus einem 
Punkte P von k die beiden Tangenten an y, so scJineiden sie q> in 
vier Punkten, deren vier Verbindungslinien die folgenden charakte- 
ristischen Eigenschaften besitzen, falls man P sich auf k fortbewegen 
läßt. Zwei der vier Verbindungslinien schneiden sicli beständig auf 
i und umhüllen einen KegelscJmitt y der seinerseits <p in seinen Schnitt- 
punkten mit k berührt. Die beiden anderen Verbindungslinien gehen 
beständig durch je einen festen Punkt; ihr ScJmittpunkt bewegt sich 
auf einem Kegelsclinitt co, dem auch die beiden festen Punkte angehören, 
die außerdem auf einem Strahl durch den Punkt i X * liegen. Der 

1) Cbellkb Journal Bd. XXXVII p. 161 — 192, oder: Jakob Stbinebö 
Gesammelte Werke Bd. II p. 391 u. ff. 

2) a. a. 0. p. 406. 
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Kegelschnitt m geht durch die Schnittpunkte von i und k mit (p und 
durch ihre Pole J und K in bezug auf <p. 

Um den Beweis für fliesen Satz zu erbringen, treffe ich zunächst 
die folgenden Festsetzungen. Die Variabein bezeichne ich mit x 0 y 0 z 0 , 
die Koordinaten der willkürlichen Punkte / und K mit bzw. 
x k y k z t Die Gleichung des Kegelschnittes q> kann man dann kurz: 
^00 = 0 schreiben, während: 

<p 0i = 0 die Polare des Punktes J, also die Gerade t, und 
g? M =o die Polare des Punktes K y also die Gerade k darstellt, 
«oo^^oo^a — (P(H<Pok = =° is * di© Gleichung des Kegelschnittes a>, 

denn er geht durch die Schnittpunkte von 9 mit den Geraden i und 
*, sowie durch die Punkte J und K. 

t/^ = <p w — QcpM = o ist ein Kegelschnitt, der (p in den Schnitt- 
punkten mit i berührt. 

Wir wählen jetzt einen beliebigen Punkt P t auf k\ seine Polare 
in bezug auf <p wird die Gerade i in einem Punkte P 2 schneiden; 
P x und P % werden von einem Punkte P 8 zu einem Polardreieck von 
cp ergänzt. Dann gelten die folgenden fünf Relationen: 

<Plk — °» <P*i = °» <Pl2 ~ °i 9 23 = °> 9l3 = °- 

Die Gleichung des Kegelschnittes <p läßt sich dann in der Form 
schreiben: , , , 

?11 ^22 933 

denn beide Ausdrücke stimmen für die Punkte P n P 8 , P 8 überein, 
ebenso hinsichtlich ihren Polaren in bezug auf jeden dieser drei 
Punkte. Daraus folgt: 

™ 9,i 9,3' ™ »11 Va»' 

_ jPomt , 90 3.9,3 _ ?Q 2_9*2 , 9o3_?*3 

™ 9ll 933 ' ™* 922 933 ' 

Die letzte Gleichung zeigt, daß a> 38 = o ist ; der Punkt P 8 liegt also 
auf dem Kegelschnitt 00 ganz unabhängig davon, wie der Punkt P x 
gewählt war. 

Das Tangentenpaar aus dem Punkt P, an den Kegelschnitt y 
hat die Gleichung: 

too^n — Wi - o, 

1* 
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oder: 

(9oo - Q<P&)(<Pii - Q<Pu)-(<Poi — QVvVuy - °- 
Führt man hier für und qp w die obigen Werte ein, so ergibt sich : 

als Gleichung des Tangentenpaares aus dem Punkte P x an den 
Kegelschnitt 1//. 

Das Tangentenpaar: = o bestimmt zusammen mit dem 
Kegelschnitt q> w = o einen Büschel, dem zwei weitere Geradenpaare 
angehören, nämlich: 

™ 9,1 V V 9,,/ * 9 33 933 

und: 

, M = M(,- m )-^.^-o. 

«Fi i Tai 933 

Das erstere Geradenpaar hat seinen Scheitel im Punkte qp 01 = o, 
q> w — o, d. h. im Punkte P, auf der Geraden ». Das letztere Ge- 
radenpaar hat seinen Scheitel im Punkte g? 01 o, 9 0J = o, d. h. im 
Punkte P 5 auf dem Kegelschnitt w. 

Die Bedeutung des Geradenpaares ßw^o geht aber aus folgen- 
der Überlegung hervor. Wir betrachten einen Kegelschnitt x, der <jp 
in seinen Schnittpunkten mit k doppelt berührt; seine Gleichung ist: 

Zoo = 9oo ~~ <*9o* — °- 

Das Tangentenpaar aus dem Punkte P % gezogen an den Kegel- 
schnitt % wird: 

XooXn — Xm = °> 

oder: 

(9oo ~~ *<P&)(<Pn ~~ *9&) — (9oi — ö 9o*9i*)* ™ °» 
oder wenn man wieder die Relationen für <p w und «jp^ berücksichtigt: 

|A(i- ff ^)+^(.-« Vtt )-o. 

9l|\ 92J/ 933 

Dieses Tangentenpaar wird aber mit dem Geradenpaar ß^ =■ o 
identisch, wenn man: 

Diese Gleichung schreibt sich auch: 

1 ~ ?9« — tf 9** + e ö (9«9**— 9<*)~ °; 
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sie ist wie wir sehen ganz unabhängig von der Wahl der Punkte 
PjPjPj. Wählt man also <s gemäß der vorstehenden Bedingungs- 
gleichung, so hat der Kegelschnitt % die sämtlichen Geradenpaare 
— o zu Tangenten ganz einerlei wie man den Punkt P l auf der 
Geraden k annehmen mag. 

Die Bedeutung des Geradenpaares y 00 = o ist nicht so unmittel- 
bar zu erkennen. Offenbar kann man es mit Rücksicht auf die Re- 
lation zwischen q und a auch durch die Gleichung: 

— ( 1 ~ 0 <Pkk) ~ * - - • ' " = ° darstellen. 

^22^ Vtl <?33 

Wir legen nun durch den Schnittpunkt der Geraden i und k einen 
beliebigen Strahl l; seine Gleichung ist: 

9>o<~~ t< Pok s=£ °» 

oder: 

^'-»„-.■J-«» M +^(T«-T9 M )-0. 
•Pll T22 V33 

Ferner hat die Tangente t von w im Punkte P 5 die Gleichung: 



oder: 



Die beiden Geraden / und / zusammen genügen der Gleichung: 

r» _ ^o't „ 2 _ ^0 2 2 _ 2 _ 

Die Gleichung: 

geht, falls man q> 0l , qp 02 , qp 0J einführt , über in: 

Wll 922' 

,f Pl|9 , 22 ^22^33 TttVsS ' 

Der Kegelschnitt cd und das Geradenpaar / •< bestimmen einen Büschel, 
dem auch das Geradenpaar angehört, das seinen Scheitel in P s hat 
und durch die Schnittpunkte von 00 und / hindurchgeht. Die Gleichung 
des letztgenannten Geradenpaares kann q> w nicht enthalten; man 
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multipliziere also die letztere Gleichung mit (g> a — xtp kS ) und addiere 
sie zu ersteren, so erhält man als Darstellung dieses Geradenpaares: 

\-<p ik <p ts —x<p ik <p kt 

Vi i * Vi i » 

v 0 5 2 L v*' v. 3 ^ „ . m m l __ n 

~~ Vjj t ~vll + 9< * 9 * 8 ) 

oder: 

~ V*s { V«~ * V<* I + V,s ( Vi* ~ * V** ) = <>. 

Die Gleichung des Geradenpaares y w — o stimmt mit dieser überein 
wenn man: 

V«, — T V,* — _ i — ev„ 
»«— *V** ev,* 1 

oder: 

T = Wik ^ g Vj* = P Va 

V** — 9 ( V„ V** — V,*) 1 — P V„ ™* 1 — tf Vi* 

setzt. 

Auch dieser Wert von x ist ganz unabhängig von der Lage 
der Punkte P„ P s , P a . Das Geradenpaar y w = o geht also beständig 
durch die Schnittpunkte von »00 = 0 mit der Geraden qr w — Tqp 0i =o; 
sein Scheitel P 8 wandert auf dem Kegelschnitt 0)00 = 0, wenn sich 
der Punkt P x auf der Geraden <r 0 * = 0 fortbewegt. Damit ist aber 
unser Satz vollständig bewiesen. 

Die Gerade t möge den Kegelschnitt <p in den Punkten J' und 
J" schneiden, ebenso möge ihn die Gerade Ä; in den Punkten K' 
und K" schneiden; diese vier Punkte auf ep sind völlig beliebig. 
Der Kegelschnitt u geht durch J', J", K\ K" und die Punkte /, 
K hindurch; letztere sind die Pole von % und k in bezug auf <p. 
Zugleich ist w der Ort aller Punkte, deren Polaren in bezug auf qp 
die Geraden i und Je in konjugierten Polen von <p schneiden. Die 
Kegelschnitte bzw. jr berühren q> in den Punkten J\ J" bzw. K\ 
K ; durch die Wahl des einen ist der andere mitbestimmt. Diese 
Wahl bestimmt auch die Punkte Li und L" auf o>, deren Verbindungs- 
linie / durch den Punkt i X k geht. Nach unserem Satz berühren 
die Verbindungslinien von J' und J" mit 7/ und L" den Kegel- 
schnitt xi i n gleicher Weise berühren die Verbindungslinie von K' 
und K" mit Ii und L" den Kegelschnitt ty. 

Man kann dem vorher bewiesenen Satz auch die folgende 
Fassung geben. Es sei o> ein Kegelschnitt, S ein beliebiger Punkt 
und s seine Polare, die w in den Punkten J und K schneide; es seien 
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femer t, k, l drei beliebige Gerade durch 8 und bzw. K\ K" 

bzw. L\ L" ihre Schnittpunkte mit cd. Dann gibt es einen Kegel- 
schnitt cjp, der die Geraden J'J, J"J, K'K, K"K beziehungsweise 
in J" y K\ K" berührt, und außerdem zwei Kegelschnitte -ty und 
X, die cd in J\ J" bzw. K\ K" berühren und zugleich die Geraden 
K'L\ K'L", K"L\ K"L" bzw. J'U, J'L", J"L\ J" L" zu Tan- 
genten haben. Zieht man nun aus einem beliebigen Punkt P von co 
zwei Strahlen nach L' und L", so schneiden sie <p in vier Punkten 
derart, daß zwei ihrer Verbindungslinien sich auf i schneiden und % 
berühren, während die beiden andern sich auf h schneiden und 
berühren. 

Man hat hier also eine Art Schließungsproblem. Es gibt un- 
endlich viele Vierecke die er einbeschrieben sind, während ein Gegen- 
seiten paar den Kegelschnitt und das andere den Kegelschnitt % 
berührt; das dritte geht dabei durch ein festes Punktepaar. Man 
kann dieses Schließungsproblem auch folgendermaßen aussprechen. 

Wird ein Kegelschnitt <p von zwei Kegelschnitten i/; und i je 
zweimal berührt, und existiert ein cp eingeschriebenes Viereck, das 
mit je zwei Gegenseiten die Kegelschnitte und % berührt, so gibt es 
unendlich viele solche Vierecke. Das dritte Paar Gegenseiten aller 
Vierecke geht durch zwei feste Punkte. Ihre drei Diagonalpunkte 
verteilen sich auf die beiden Berührungssehnen und einen Kegel- 
schnitt co, der durch die Endpunkte der Berührungssehnen und die 
beiden festen Punkte hindurchgeht. 

Es mag hier auch noch der duale Satz ausgesprochen werden. 
Sind <p und y irgend zwei sich doppelt berührende Kegelschnitte, 
ist % ihre gemeinsame Berührungssehne und J der zugehörige Pol, 
ist ferner K ein beliebiger Punkt und k seine Polare in bezug auf <p ; 
legt man nun durch K einen Strahl p und durch seine Schnittpunkte 
mit die vier Tangenten an cp, dann besitzen die vier Schnittpunkte 
dieser Tangenten die folgenden charakteristischen Eigenschaften, 
falls man p sich um K drehen läßt. Zwei der vier Schnittpunkte 
Hegen beständig auf einer Geraden durch J und gehören einem 
Kegelschnitt % an, der seinerseits <p in seinen Schnittpunkten mit 
k berührt. Die beiden andern Schnittpunkte liegen beständig auf 
zwei festen Geraden, ihre Verbindungslinie umhüllt einen Kegel- 
schnitt «, der auch die beiden festen Geraden berührt, deren Schnitt- 
punkt außerdem .auf JK liegt. Der Kegelschnitt co berührt zudem 
die Geraden * und k sowie die vier aus J und K an <p gelegten 
Tangenten. 
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Um aus dem hier nachgewiesenen Satze den anfangs zitierten 
STBiNERSchen Satz zu gewinnen, machen wir die folgenden Annahmen. 
Es sei tf> ein beliebiger Kegelschnitt, <p ein ihn doppelt (von außen ) 
berührender Kreis, /' und /" seien die Berührungspunkte; ferner 
sei k die unendlich ferne Gerade. Irgend zwei parallele Tangenten 
von t|> schneiden den Kreis q> in vier Punkten von folgenden Eigen- 
schaften. Zwei ihrer Verbindungslinien schneiden sich auf J' J*' 
und berühren einen bestimmten zu q> konzentrischen Kreis denn 
% und qp berühren sich in ihren unendlich fernen Punkten. Die 
beiden andern Verbindungslinien gehen durch zwei feste Punkte LS 
und L" und schneiden sich beständig auf einem festen Kreis o>. 
Der Kreis co geht durch J\ J'\ L\ L'\ den Mittelpunkt des Kreises <jp 
und den Schnittpunkt der Tangenten in J' und J". Nun schneiden 
sich die Tangenten gezogen von den unendlich fernen Kreispunkten 
an den Kegelschnitt in seinem Brennpunkte; nach unserem Satz 
sind dies aber die Punkte L' und L". Die letzterwähnten beiden 
Verbindungslinien gehen sonach beständig durch die beiden Brenn- 
punkte von und schneiden sich auf dem Kreis w, d. h. sie schließen 

einen konstanten Winkel £ miteinander und den Winkel * — - mit 

2 

den betr. Tangenten von y ein, da sie ja gegen diese gleich ge- 
neigt sind. 

Durch Anwendung des dualen Satzes erhalt man folgendes Re- 
sultat. Es sei ein beliebiger Kegelschnitt, <p ein ihn doppelt 
(von innen) berührender Kreis, J' und J" seien die Berührungs- 
punkte, sowie J der zu \=-J'j" gehörige Pol; ferner sei k die un- 
endlich ferne Gerade und K der Mittelpunkt von <p. Legt man nun 
durch K einen beliebigen Strahl und durch seine Schnittpunkte mit 
dem Kegelschnitt tf; die vier Tangenten an den Kreis 9, so schneiden 
sich diese in vier Punkten von folgenden Eigenschaften. Zwei von 
ihnen liegen auf einem Kreise % ^ dem Mittelpunkt JBT, ihre Ver- 
bindungslinie geht durch J. Die beiden andern liegen auf zwei 
festen Geraden V und l" und ihre Verbindungslinien umhüllen eine 
Parabel w, die K zum Brennpunkt und i zur Scheiteltangente hat. 
Die beiden festen Geraden schneiden den Kreis % m denselben vier 
Punkten wie die beiden Tangenten von tp in J ' und J"\ diese 
Tangenten wie jene Geraden berühren^ die Parabel 00. Legt man 
aus den Endpunkten der Achse von tf/, die durch / und K geht, 
die vier Tangenten an den Kreis <p, so liegen von ihren vier Schnitt- 
punkten zwei auf i und gehören den beiden festen Geraden an, 
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während die andern zwei anf dem Kreis % liegen und einer Geraden, 
die in J auf der Achse senkrecht steht. 

Von dem allgemeinen Satze kann man allerlei spezielle An- 
wendungen machen; ich möchte hier nur die folgende erwähnen. 
Sind tp und y zwei koaxiale ähnliche Kegelschnitte, sind ferner J\ 
J" zwei Punkte von tp und gehört zu J'J"= i der Pol J, so erhält 
man zwei Punkte L' und L" als Schnittpunkte der von J' und J" 
an y gelegten Tangenten (in L' schneiden sich zwei durch stetige 
Bewegung ineinander überführbare Tangenten, ebenso in £"). Je 
zwei aus einem Punkte von i an if; gelegte Tangenten treffen tp in 
vier Punkten, so daß zwei ihrer Verbindungslinien einen Kegel- 
schnitt i umhüllen, der tp in J' und J" berührt. Ihre beiden andern 
Verbindungslinien gehen durch If und L" und schneiden sich auf 
einem Kegelschnitt co; dieser ist zu tp ähnlich und ähnlich gelegen 
und geht durch «7, J\ J'\ L', L" und den Mittelpunkt von <p. Auch 
ein dualer Satz läßt sich für zwei derartige Kegelschnitte tp und t|/ 
leicht aussprechen 



Dmckf.rtig wkUrt io. II. 1908.] 
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Umkehrung einer Transformation und implizite 

Funktionen. 

Von 

Gerhard Kowalewski. 

Daß sich unter gewissen Voraussetzungen eine Transformation 
umkehren läßt, beweist man gewöhnlich, indem man von dem Exi- 
stenztheorem der impliziten Funktionen ausgeht. *) Die vorliegende 
Arbeit schlägt den entgegengesetzten Weg ein. Es wird zuerst die 
Existenz der inversen Transformation bewiesen, und hieraus folgt 
dann durch Spezialisierung das Exürtenztheorem der impliziten 
Funktionen. 

Die Betrachtungen sind im folgenden nur für den Fall von 
zwei Veränderlichen durchgeführt, damit das Wesentliche des Ver- 
fahrens deutlicher hervortritt. Sie gelten in genau entsprechender 
Form für jede endliche Anzahl von Veränderlichen. 

Veränderliche und Funktionen sind hier durchweg reell. 

§ i. 

Rekapitulation einiger HilfssÄtee. 

i. f(x,y) habe in dem Rechteck R, das in rechtwinkligen 
cartesischen Koordinaten durch 

definiert ist, die Ableitungen 

Ii - fi A g - r, i*. *)■ 

i) Vgl. z. B. das neue Lehrbuch der Funktionentheorie von Osgood 
Bd. i, S. 47 — 56. Einen sehr eleganten Existenzbeweis der impliziten 
Funktionen, bei welchem diese durch einen Iterationsprozeß wirklich 
hergestellt werden, gab Herr H. A. Schwarz (Berliner Berichte, 1897, 
8. 948 ff.). 
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Diese Ableitungen mögen in R ausnahmslos stetig sein. Sind dann 
(j,, yj) and (xj, y^) zwei beliebige Punkte in R, so gilt, wie man 
in der DifferentialrechnuEg beweist, die Formel 1 ) 

ffo*) -ffo.aO- 
fa - *i) fi («. 3f) + (y, - y x ) f t y). 

Dabei liegt der Punkt (x,y) auf der Verbindungsstrecke von (a^yt) 

^ (*v y»)- 

Man sieht aus dieser Formel auch, daß f (a*, y) in i2 stetig ist. 

2. Wenn die Funktion qp (x,y) in J? stetig ist, so gibt es unter 
ihren Werten einen größten und einen kleinsten (Satz von Weier- 
strass). 

Man kann hierfür folgenden einfachen Beweis geben, der die 
Begriffe obere und untere Grenze nicht benutzt. 
Das durch 

definierte Rechteck R möge in R enthalten sein. Wir nennen R 
einen ausgezeichneten Teil von R, wenn es in R keinen Funktions- 
wert gibt, der alle Funktionswerte in R übertrifft. 

Teilt man J?, indem man die Mitten der gegenüberliegenden 
Seiten verbindet, in vier Teile, so ist, wie man leicht erkennt, 
wenigstens einer von ihnen, R v ein ausgezeichneter. In R t gibt es 
dann wieder ein ausgezeichnetes Viertel R^ usw. Die so erhaltenen 
Rechtecke R 9 , . . . konvergieren auf einen Punkt (|, rj), und es 
stellt sich heraus, daß in R kein größerer Funktionswert als <p (§, rf) 
rorhanden ist. Wäre etwa q> (a? 0 , y 0 ) > ep (|, rj) y so bedenke man, 
daß es in R x einen Punkt (x v y t ) geben muß, so daß <p (x v y^) ^> 
?( x o» -^t einen Punkt (a;„ y 8 ), so daß <p(x v y,) ^ (p (x xi y,), usw. 
In jedem Rechteck Ä w hatten wir also einen Punkt und es 

bestanden die Ungleichungen 

v (*o> y<>) ^ 9 yO ^ ? y s )£ — 

Da aber lim x m — £, lim y B =» 17 und wegen der Stetigkeit lim (a^yj 
= <p (|, fj) ist, so wäre ep (x Q , y 0 ) ^ qp(£, 17), gegen die Voraussetzung. 

Durch Anwendung der obigen Betrachtungen auf — <p (x, y) 
erkennt man, daß q> in R auch einen kleinsten Wert hat. 

Setzt man c — d, so erhält man den Weierstrass sehen Satz 
für Funktionen einer Veränderlichen. 

i) Vgl. Osgoods Funktionentheorie, Bd. I, S. 46. 
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(«) 



Umkehrung einer Transformation. 

Wir nehmen an, daß die Punktionen v (rr, y), tr y) in einer 
gewissen Umgebung U des Punktes (a: 0 , y 0 ) stetige erste Ableitungen 

besitzen, und daß die Funktionaldeterminante von v und w im Punkte 
(s 0 ,y 0 ) nicht verschwindet, daß also 

*i (*» vo) w * (% y 0 ) - *i (% Po) «i (** y 0 ) ^ ° 

ist. 

Zunächst zeigen wir, daß unter den angegebenen Voraus- 
setzungen folgender Satz gilt: 

Satz i. Um (a? 0 , y 0 ) läßt sich ein Quadrat 

x o ~ f ^ x ^ *o + «, 

y 0 - c ^ y ^ y 0 + « 

konstruieren derart, daß immer 

v * y)> («i y) 
*iföy)i ^ f (^y) 

ww? man auch die Punkte y), (5", y) tn ^ wählen mag. 

Dies folgt sofort aus der Stetigkeit von v lf r 8 , «Jj, tOj. An- 
genommen, es gäbe kein solches Quadrat Q. Dann wurde auch da« 

der Annahme c = ^ entsprechende Quadrat ^ Ä die gewünschte Eigen- 
schaft nicht haben. 1 ) 

Es müßte also in Q u zwei Punkte 

(*«» y»)> foi y«) 

geben derart, daß 

i) n ist eine der Zahlen i, 2, 3, . . , aber so groß, daß ()» ganz 
in U liegt. 
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ist Lassen wir n unbegrenzt wachsen, so konvergieren die zwei 
Punkte nach (ar 0 , y 0 ) und wegen der Stetigkeit ergibt sich 

o = lim 1 1 (a?n ' = ' Vl ^ 9 ^ V% V ^ : 

Wir haben aber gerade angenommen, daß diese Determinante un- 
gleich Null ist. 

Betrachten wir jetzt die Transformation 

|ü =1 w(x, y). 

1 und y sollen rechtwinklige cartesische Punktkoordinaten in einer 
Ebene sein, ebenso J und t) in einer andern Ebene. Durch T wird 
dann jedem in ü liegenden Punkt (z, y) der Punkt (f, 9) zuge- 
ordnet, dessen Koordinaten gleich v (x, y) bzw. «7 ( äp, y) sind. Dieser 
Punkt (j, ty) möge der Bildpunkt von (x, y) heißen. 

Sat; 2. Versctiiedenen Punkten des Quadrats Q entsprechen 
stets verschiedene Bildpunkte. 

Haben die Punkte {x^y^) und (#,,y t ) in Q denselben Bild- 
punkt, so ist 

v ( x * y%) - v (*v Vi) - °> 

"(xvVt) - w ( x v Sfi) — °, 
also nach Nr. 1 des § 1 

(s, — a^) v x (x, y) + (y, - (s, y) = o, 
- x,) w t (5, y) + (y f - y t ) y) = o. 

Dabei sind (2, y) und (x, y) Punkte auf der Verbindungsstrecke 
von (x l1 y l ) und (aj,yj), mithin sicher Punkte von Q. Also ist nach 
Satz 1 die Determinante der obigen Gleichungen ungleich Null, 
and es folgt 

x t - x 1 - o, y, - y x = o. 
Wir wollen nunmehr mit 93 den Inbegriff der Bildpunkte (j, ty) 

A 

bezeichnen, die den Punkten von Q entsprechen. Ferner möge Q 

der Inbegriff der Bandpunkte von Q sein und © der Inbegriff ihrer 
Bildpunkte, (j^ ty,) sei der Bildpunkt von (x Qy y 0 ). 
Bilden wir die Funktion 
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A A 

so ist sie in Q stetig, also auch in Q. Sie hat in Q eben kleinsten 
Wert 1 ) m*, der nicht null ist Wäre nämlich tn — o, so gäbe es 
auf dem Rande von Q einen Punkt, der denselben Bildpunkt (f^ tfo) 
hat wie der Mittelpunkt (a; 0l y Q ) von Q. Das ist aber nach Satz 2 
ausgeschlossen. 

m ist offenbar der kürzeste Weg von (j 0 , Ifo) nach SB. Be- 
schreiben wir um (f 0 , tfo) einen Kreis mit dem Radius in, so liegt 

innerhalb dieses Kreises kein Punkt von 93. 

(f , t) ) sei nun ein Punkt, der von (j 0 , lj 0 ) höchstens um — ent- 
fernt ist Dann liegt (r/, t)') ebenso nahe oder näher an (j 0 , Ifo) 

A A A 

als an irgend einem Punkte von 33. Wenn also y) ein beliebiger 

A 

Punkt von Q ist, so wird die folgende Ungleichung gelten: 

-?')' + 9'}'^ 

K*o, »o)-£') , + («•(^»o)-l>') , • 

Sie lehrt uns, daß die Funktion 

« (*> y) - ( * («, y) - l ' } * + { w (x, y) - t)' } * 

auf dem Rande von C nicflt kleiner wird als sie im Mittelpunkt 
von Q ist Betrachten wir daher den kleinsten Wert, den 00 in Q 
erreicht '), 'so [können wir sicher sein, daß er an einer Stelle (x , y ) 
im Innern von Q angenommen wird. An dieser Stelle müssen aber 

C (o 3 (o 

die Ableitungen — , „ verschwinden, d. h. es muß sein 

{ * 0\ sO - f ' } v v (x\ y) + ( w (x\ y) - t) \ u\ (x, y) - o, 

( » (*', v) — i' K (*'» jO + ( * (*' , y) - } ^ (*', sO = <>• 

Da nach Satz 1 

(*', y'), «> 2 (* , y) I 

ist, so folgt 

* 0' > yO — i = o, (*\ y) — 9' = o, 

d. h. (r/, t)*) ist der Bildpunkt von (x\ y'), gehört also zu ©. 

1) Auf jeder Seite des Quadrats haben wir es mit einer stetigen 
Funktion einer Veränderlichen zu tun und können den Weieestrab eschen 
Satz anwenden. 

2) Nach No. 2 in § 1 existiert ein solcher Wert. 
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Setzen wir ö =~ m: 2^2 und konstruieren um (| 0 , t) 0 ) das 
Quadrat 

So - * ^ E £ Eo + % - * ^ 9 ^ «o + *, 

so ist jeder Punkt (f, ty), der diesem Quadrat angehört, von ($ 0 , t) 0 ) 
höchstens um m entfernt und daher ein Punkt von 33. Damit haben 

2 

wir folgenden Satz bewiesen: 

Satz 3. Um (£ 0 , t) 0 ), dew Bildpunkt von (r 0 , y 0 ), AK/ft s/c/< et« 
Quadrat 

Eo - <* ^ E ^ Eo + *t 
ü 0 - <$ ^ ü ^ % + Ä 



oVrarf Aottsirtueren, jeJer Pufi/rf t>ow O der Bildpunkt eines und 
(nach Satz 2) wtir ewes Punktes von Q ist. 

Es lassen sich hiernach, und zwar nur auf eine Weise, zwei 
Funktionen D (j, t)), tu (jr, t)) so wählen, daß die Transformation 

y - to(r, ö) 



jedem Punkt (f , ty) von £t gerade denjenigen Punkt (x y y) von Q 
mgeordnet, dem (jr, tf) bei der Transformation 



(J) 



Jf), 

9 = «>(*> y) 



entspricht. I ist die zu T inverse Transformation oder die Um- 
kehrung von T. 

§ 3. 

Stetigkeit der Funktionen t», Ib. 

Die Funktionen D, tO sind, wie wir jetzt zeigen wollen, in C 
durchweg stetig. Es genügt, wenn wir folgendes beweisen: 

Ist (En (Ej, 9i)i • ■ • «ine Punktfolge in O, die nach (f, 9) 
konvergiert, so hat man immer 

lim ö (E n? *0 Ä * (Et 9), 
Um »fe* 9.) » »(E, 0) 
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Die Punkte (flc w , y n ) in Q, die den Punkten (j n , t) H ) vermöge 
% entsprechen, haben in Q sicher eine H&ufungsstelle (a?,y). Durch 
Unterdrückung geeigneter Glieder in der Folge Orj,^), (a^y^)» ••. 
läßt sich eine Folge 

herstellen, die nach (ar, y) konvergiert. Die zugehörigen Bildpunkte 

(?'n 9i)i (& *)i)i • • • 

konvergieren dann aber wegen der Stetigkeit von v (ar, y), w (x, y) 
nach dem Bildpunkt von (a?,y). Andrerseits konvergieren sie aber 
nach (j, t)). Daraus geht hervor, daß der Bildpunkt von (x,y) 
ist, und wir erkennen, daß die Folge (x v y A ), (a^, y,), . . . über- 
haupt nur eine H&ufungsstelle (rc, y) haben kann. Sie konvergiert 
also nach (a?, y), d. h. D ( 9J, tt> fo, t) n ) konvergieren nach o (y, ü), 

§ 4- 

Existenz nnd Stetigkeit der ersten Ableitnngen von b ind to. 

(j, t)) und (5 4* A% y 9 + ^9) seien irgend zwei Punkte in O 
und (x, y) bzw. (x -f Ax y y -\- Ay) die Punkte in Q, deren Bild- 
punkte sie sind. Dann haben wir 

A\ - v (* + Ax, y + Jy) - t> y), 
^9 ^yi* + Ax y y + Ay) — w(x, y) 
oder nach Nr. 1 in § 1 

*l = *>i (Ii *0 + «>i ({, ^y, 

^9 - fl) ^* + «>*(£> »?) ^y- 

Dabei liegen (£, 17) und (£, ij) auf der Verbindungsstrecke von (%, y) 
und (x -f- Ax, y -f- /fy). 

Wir können die obigen Gleichungen nach Ax, Ay auflösen, da 
nach Satz 1 ihre Determinante, die wir mit D bezeichnen wollen, 
ungleich Null ist Wir erhalten auf diese Weise 

<** - 2>K (S. V) *l ~ v * Ö» l) 

^y - ^ I- « T i (l v) *i + v i (Ii *») 
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Setzen wir = o, A% ^ o, so erhalten wir 

4x 1 rr -\ 1 /c 

Jl = D ,f « & ™ ^rf " "* 1> 11,1 ^ 

Lassen wir, während dX) — o bleibt, z/j nach Null kouvergiereu, 
so wird nach § 3 

lim = o, lim Ay — o, 

also 

lim | = lim £ = £, 
lim t/ = lim f/ = y, 

1 ti u «p, von v v v s , w v w t ergibt sich 

^•<- «M*»y) 



»1 Ii) 



! * y u> t («, y) - v t («, y) tp t (X, y) » 

lim-* — .... . — «ifoy) 

«1 («. y) «>i («1 y) — v t (*i y) w i («• y) 

Ganz ebenso findet man, wenn Ai — o und ^/ö ^ o ist, 

ii r r, - ? - - .ziv^.y) _ 

i i ^ f / ">i (x, y) - t>, (x, y) w x (x, y) ' 

^: i, w, (x, y) — t>, (x, y) a? 4 (x, y) 

Damit ist die Existenz der ersten Ableitungen von ö (j, ty), 
ru (5, ^) bewiesen. 

Man sieht aus den oben gefundenen Ausdrücken, daß die Ab- 
leitungen in £L durchweg stetig sind. Denn diese Ausdrücke sind 
in Q stetige Funktionen von x, y und x, y nach § 3 in Q stetige 
Punktionen von f , t). 

§ 5- 

Implizite Funktionen. 

F (x, y) habe in einer gewissen Umgebung von (x 0 , y 0 ) stetige 



^ = F i y ^ Ty = F * (*> ^ 
Es sei außerdem 

F (** yo) - °i aber *V (** .vo) ^ °- 

Math ptajri. Klasse 1908. Bd. LX. 



i8 

Betrachten wir die 

so sind alle in § 2 gestellten Bedingungen erfüllt. Es ist hier 

und die Funktion aldetermin ante von t>, tc gleich F % (z,y). Bezeichnen 
wir wie früher mit (r^tfo) den Bildpunkt von (a? 0 ,y 0 ), so haben wir 

£o = *o» 9o — °- 

Nach § 2 lassen sich um (a? 0 , f/ 0 ) und ($ 0 , t) 0 ) die Quadrate 



(Q) 



derart konstruieren, daß jeder Punkt (j, tf) in D der Bildpunkt eines 
und nur eines Punktes (je, y) in Q ist x ) Die Transformation, welche 
jedem Punkt von O gerade denjenigen Punkt von Q zugeordnet, 
dessen Bildpunkt er bei T ist, also die zu T inverse Transfor- 
mation, hat hier offenbar folgende Gestalt: 

K W-3(£,9> 

Daß I zu T invers ist, drückt sich durch die Gleichung 

U - F (i, 3 (i, 9)) 

aus, die in dem ganzen Quadrat O. gilt Setzen wir t) = o, so kommt 

o - F (i, 8 (t. o)). (&-*^J^& + ') 

Wenn eine Funktion f(j) in dem ganzen Intervall (r 0 — <J, 
r 0 + die Gleichung 

o«F(r,f(r)) 
erfüllt und dabei (wie 5 (j, o) ) den Ungleichungen 

genügt, so ist 

fte)-8fo o). 



1) Da hier r — ■ ar, so ist sicher e ^ 
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Da nämlich die in Q liegenden Punkte 

x = l,y = f (rj und x - r, y - g(r, o) 

(lo ~ * ^ S ^ So + *) 

beide den Bildpunkt (j,o) haben, so müssen sie zusammenfallen. 
Aus § 4 wissen wir, daß 

in dem ganzen Intervall (g 0 — d, + d) existiert und stetig ist Die 
implizite Funktion, deren Existenz wir bewiesen haben, hat also in 
(r 0 — d, y 0 + d) überall eine stetige Ableitung. 



« 



erklärt 15. II. 1908 ] 
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Zur Invariantentheorie der Differentialformen 

zweiten Grades. 

Zweite Mitteilung.) 
Vou 

K. 2oitAW8KI. 

In der ersten Mitteilung 1 ) haben wir unter anderem mit Be- 
nutzung endlicher Transformationsgleichungen und Anwendung des 
Gruppenbegriffes das Problem der Differentialinvarianten und der 
Differentialparameter derjenigen unendlichen Gruppe behandelt, welche 
durch die Invarianz einer binären Differentialform zweiten Grades 
charakterisiert wird. Es ist klar, daß diese Betrachtungsweise auf 
Differentialformen mit einer beliebigen Anzahl unabhängiger Variablen 
angewendet werden kann. Die Differentialinvarianten und Differential- 
parameter solcher allgemeiner Differentialformen wurden von C. N. 
Haskins in zwei Abhandlungen „On the invariants of quadratic 
differential forms"*) mit Hilfe infinitesimaler Transformationen unter- 
sucht. Derselbe stellt in diesen wichtigen Arbeiten die Anzahlen 
genannter Differentialinvarianten und Differentialparameter ver- 
schiedener Ordnungen und Katrgorien auf. Es scheint uns aber 
vom Interesse zu sein, auf diese Fragen auch mit Hilfe endlicher 
Gleichungen der betreffenden Transformationsgruppe einzugehen und 
wir beabsichtigen hier daher in erster Linie, die in bezug auf die 
An/.ahlen von Invarianten bereits erhaltenen Resultate auf dem 
genannten Wege abzuleiten. Es handelt sich dabei um die Einsicht 
in gewisse Eliminationsprozesse, und diese Prozesse können derart 
geführt werden, daß gerade dieselben Hilfssätze zur Geltung kommen, 
welche von C. N. Haskins gebraucht wurden. Die Beweise der 



1) Diese Berichte, 1907, S. 160—186. 

2) Transactiona of the American Mathematical Society, Vol. 3, 
S. 71—91 (1902) Vol. 5, S. 167—192 (1904). 
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Hilfssätze liegen bei C. N. Haskins vor und wir gehen auf diese 
Beweise nicht weiter ein. 

In zweiter Linie beschäftigen wir uns mit gewissen Fragen, 
die von C. N. Haskins nicht behandelt wurden. Kat man nämlich 
mit einer abzählbaren Monge von Ausdrücken zu tun, welche von 
zwei Kategorien von Funktionen und von den Differentialquotienten 
dieser Funktionen abhängig sind und will man diese Ausdrücke 
klassifizieren, so kann die Klassifikation nach demjenigen Prinzipe 
geschehen, welches wir auf die Differentialparameter des binären 
Falles in § 3 und § 8 der ersten Mitteilung angewendet haben. 
In der gegenwärtigen Abhandlung werden derartige Fragen in bezug 
auf die hier in Betracht kommenden verschiedenartigen Differential- 
parameter beantwortet. 

Es sei schließlich noch bemerkt, daß wir auf bibliographische 
Angaben, welche die Invariantentheorie quadratischer Differential- 
formen betreffen, hier ausführlicher nicht eingehen. Mehrere solche 
Angaben sind in den soeben genannten Arbeiten von C. N. Haskins 
und unserer ersten Mitteilung enthalten. 1 ) 

§ i. 

Es seien n unabhängige Veränderlichen: x t1 jc,, . . ., x n , ferner 
Funktionen derselben: 



»(»+') 



a rt — a tr (', • = i, t. . . ., n) 



und man betrachte die Differentialform: 

m 

1 

deren Diskriminante, die wir nicht identisch gleich Null voraus- 
setzen, mit o bezeichnet wird.') 

Wir wollen in die Form (i) an Stelle der Veränderlichen x v 
x,, . . ., x n andere unabhängige Veränderlichen y lt y,, . . ., y n ein- 



1) Man siehe auch Tb. de Dondbb, Mömoires de l'Academie de 
le, Nouvelle slrie, t. I. 1904, 1905. 

2) Mehrere Bezeichnungen, die hier gebraucht werden, sind dem 
Werke des Herrn G. Ricci „Lezioni Bulla teoria delle superßcie" ent- 
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fuhren und die Bezeichnungen in der Weise wählen, daß die Be- 
ziehungen : 

dx r "^ p ^dy p (r = i, t, . . , n) 



1 



bestehen. Wenn man die Differentialform, in welche <p durch die 
genannte Variabeinänderung übergeht, in der Gestalt: 

* 

i 



darstellt, so werden die neuen Koeffizienten (a fq ) durch die Formeln: 

n 

(2) (a p<j ) -]£ rt a r ,x¥>xM (p, 1, s, . . , .) 



bestimmt sein. Auf Grund dieser Gleichungen können durch 
Differentiation Gleichungen abgeleitet werden, welche die Ausdrücke 
der Differentialquotienten verschiedener Ordnungen der (flL-) nach 
den y k durch die Differentialquotienten der a rt nach den x, und die 
Differentialquotienten der x i nach den y k angeben. Man betrachte 
alle möglichen derartigen Beziehungen bis zu der jti-ten Ordnung in- 
klusive der Differentialquotienten der nach den y k und man 
nenne System G*jp das System von Gleichungen, welches aus den 
Gleichungen (2) und allen genannten Beziehungen besteht. Es er- 
hellt, daß in diesem System die Differentialquotienten der a rt nach 
den x ( gleichfalls bis zur p-ten Ordnung derselben aufsteigen und 
es braucht nicht näher erläutert werden, daß dieses 8ystem G%) in 
bezug auf alle a r$ und deren Differentialquotienten nach den x s bis 
zur fi-ten Ordnung inklusive auflösbar ist Ferner ist es auch klar, 
daß in diesem System die Differentialquotienten der x i nach den y k 
genau bis zur (fi -f- i)-ten Ordnung inklusive auftreten. 

Die Gleichungen des Systems G^ können nach Ordnungen 
eingeteilt werden und wir werden unter den Gleichungen ?-ter Ord- 
nung alle diejenigen Gleichungen verstehen, welche die Ausdrücke 
für alle Differential quotienten l-ter Ordnung der (öp ? ) nach den y k 
angeben. Die Gleichungen (2) können dabei Gleichungen o-ter Ord- 
nung genannt werden. Es ist klar, daß bei / ^ 1 die Anzahl der 
Gleichungen i-ter Ordnung gleich 

n(n+i)*(n+i)---(n + g- 1) 

. . 2 I • 2- • • I 

18t. 
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Wir streben dahin, uns Bechenschaft über alle Resultanten zu 
verschaffen, welche aus dem System durch Elimination der 
Differentialquotienten der x { nach den y k entstehen. Zu dem Zwecke 

bemerke man, daß Christoffel *) die n *^*^" ^ Gleichungen erster 

fi(ti i) 

Ordnung in bezug auf n ^ Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung der ap| nach den y 4 aufgelöst hat und also diese Größen durch die 
Koeffizienten a rt und deren erste Differentialquotienten nach den x 0 
durch die Koeffizienten (a pq ) und deren erste Differentialquotienten 
nach den y k und endlich durch die Differentialquotienten erster Ord- 
nung der x i nach den y k ausgedrückt hat. Man sieht leicht, daß 
durch die Differentiation der Christoff Einsehen Ausdrücke und durch 
jedesmaliges Einsetzen dieser Ausdrücke an Stelle der Differential- 
quotienten zweiter Ordnung, der x t nach den y k Beziehungen von 
folgender Beschaffenheit erhalten werden. Es werden nämlich für 

jed« / > i alle W ^+JL)<!L± .«^±5 Differentialquotienten 

(l -f- i)-ter Ordnung der x i nach den y k durch die Koeffizienten a Tt 
und deren Differentialquotienten nach den x i bis zur /-ten Ordnung 
inklusive, ferner durch die Koeffizienten (<ip 9 ) und deren Differential- 
quotienten nach den y k bis zur Z-ten Ordnung inklusive, endlich durch 
die Differentialquotienten erster Ordnung der x i nach den y k aus- 
gedrückt. Alle diese Beziehungen, sowie auch die CmusTOFFELSchen 
Gleichungen selbst, folgen durch Differentiationen aus dem System(2), 
es ist daher klar, daß sobald nur l ^ p, diese Beziehungen einen 
Teil der Gleichungen des Systems Gjf > ausmachen. Mit Hilfe aller 
dieser Beziehungen ist es ferner möglich, alle Differentialquotienten 
der x t nach den y k von den Ordnungen, die größer als i sind, aus dem 
übrig bleibenden Teile des Systems G^ zu entfernen. Hat man diese 
Operationen ausgeführt, so ist es klar, daß unser Eliminationsproblem 
sich darauf reduziert, aus dem zuletzt genannten Teile des Systems G^ 
die Differentialquotienten erster Ordnung der x i nach den y k zu 
eliminieren. 

Wir wollen nun mit y x diejenigen Gleichungen bezeichnen, 
welche aus den Gleichungen i-tcr Ordnung durch die eben be- 
sprochene Entfernung der höheren Differential quotienten der x i nach 
den y k entstehen. Wenn man überdies mit (y,) die Anzahl aller 



I) Cbbllks Journal, Band 70, S. 49 
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unabhängigen derartigen Gleichungen bezeichnet, so erhält mau 
für l ^ i die Zahl: 

( . n(n + i) W ( W +!)...(» + 1- i) »(* + i ) ( n + l) 

. W" 2 I 2..-i n I-2-(I+l) 

2^ V( n _ 2 )! (l+l)! 1 
für i — o ist augenscheinlich: 

Es ist klar, daß aus den Gleichungen y 0 alle Differentialquotienten 
erster Ordnung der x t nach den y k nicht eliminiert werden können. 
Wir werden deshalb das Gesamtsystem der Gleichungen y 0 und y, 
betrachten. Die Anzahl der Gleichungen y % ist: 

diese Gleichungen sind nämlich von Christoffel ') aufgestellt worden. 
Wenn man mit a r< die sogenannten Vierindizes CnBiSTOFFELSchen 
Symbole für das System der Veränderlichen ■x i bezeichnet und für 
die Veränderlichen y k die Bezeichnung (fl p9ip .^) benutzt, so lauten 
die Gleichungen y 2 : 

n 
1 

Wir haben: 

(ro) + (r,)-»> + {n - 1)(n -; )n{tt + i) 

und man sieht daraus, daß für n > 2 die Anzahl der Gleichungen y 0 
und y 8 größer als die Anzahl der Ableitungen erster Ordnung der 
Größen x { nach den y k ist. Wir fragen nun, ob unter diesen Gleichungen 
derartige » 2 vorhanden sind, welche in bezug auf die genannten Ab- 
leitungen unabhängig wären. Diese Frage wäre zu bejahen, wenn 
unter den genannten Gleichungen n* derartige vorhanden wären, für 
welche die Funktionaldeterminante rechter Seiten in bezug auf die 
xT nicht identisch gleich Null ist. Man bilde die Differentiale der 
Ausdrücke (2) und (4), indem man nur die Größen xi* } als Ver- 
änderliche betrachtet. Wenn man dabei die Bezeichnungen: 

1) loco cit. S. 54. 
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benutzt, so ergibt sich: 
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1 

1 

Wenn mindestens eine Funktionaldeterminante existiert, die nicht 
identisch gleich Null ist, so folgen aus den Gleichungen: 

(5) d(a„) - o und d(a p ^ q ) = o 

(p. 9. P 9' = 1, V • » *) 

lauter Nullwerte fiir alle Größen | i4 . Wenn anderseits bei irgend 
einer speziellen Annahme aus den Gleichungen (5) lauter Null werte 
rar alle § iJt sich ergeben, so beweist dies, daß mindestens eine 
Funktionaldeterminante existiert, die nicht identisch gleich Null ist. 
Alsdann wäre unter den Gleichungen y 0 und y 8 mindestens ein 
System von n* Gleichungen vorhanden, welches in bezug auf die n* 
Größen df } unabhängig wäre. 

Wir wollen nun die Gleichungen (5) unter der speziellen An- 
nahme: 

aufschreiben. Es ergibt sich: 



^r( a r^rp + <* P X q ) = °» (P,9 = hh .») 



1 



^jr( fl r h p'</$rp+ U p r,p ,' £ry + rt J>7,r/Srp' + "pq, p r*rq) a °' 



(P,V,p\l' = 1,*, ,«) 



Diese Gleichungen sind mit den Gleichungen (A) und (B) identisch, 
die auf 8. 81 der ersten der früher genannten Arbeiten von C. N. 
Haskins angegeben sind. In dieser Arbeit sind dabei für die be- 
trachtete Differentialform derartige spezielle Annahmen getroffen 
worden, bei welchen aus den Gleichungen (6) lauter Nullwerte sich 
ergeben. Daraus folgt, daß unter den Gleichungen y 0 und y t 
sicher mindestens ein System von n* derartigen Gleichungen vor- 
handen ist, welches in bezug auf alle Größen x?* aufgelöst werden 
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Wenn man diese Auf lösung ausführt und die erhaltenen Resultate 
in die übrigen Gleichungen y 0 und y, einsetzt, so erhält man: 

(n — 2)(n— i)n(w-f 3) 

I 2 

Resultanten zweiter Ordnung. Und wenn man die durch Auflösung 
erhaltenen Werte in die Gleichungen y t (l > 2) einsetzt, so er- 
geben sich , {fi±l _ l)x 

n 2 (n-2)!(J+ij! 

Resultanten /-ter Ordnung. Dies sind aber die von C. N. Haskins 
aufgestellten Anzahlen der Diflferentialinvarianten verschiedener 
Ordnungen. 

§ 2. 

Wir betrachten nun m ^ n Funktionen: 

Wenn man in dieselben an Stelle der Veränderlichen a;, die Ver- 
änderlichen y k einführt, so ergeben sich m Funktionen : 

(/*) = • • -i yj (» « 1. 1, • . «) 

und durch Differentiation ergeben sich die Gleichungen: 

Aus diesen Gleichungen können durch Differentiationen Gleichungen 
abgeleitet werden, welche Differentialquotienten einer beliebigen 
Ordnung der Funktionen (f h ) nach den y ly y t) . . ., y 9 durch die 
Differentialquotienten der Funktionen f h nach den a? n a?,, . . ., 
bestimmen. Man betrachte alle diejenigen dieser Gleichungen, welche 
zusammen mit den Gleichungen (7) alle Differentialquotienten der 
Funktionen (f h ) nach den Veränderlichen y n y f , . . ., y n bis zu einer 
Ordnung ^ inklusive angeben. Diese Gleichungen enthalten sämt- 
liche Differentialquotienten der Funktionen f h nach den Veränder- 
lichen x v a^, . . x n ebenfalls bis zur p-ten Ordnung inklusive und 
sind in bezug auf die letzteren auflösbar. Man bemerke, daß in 
diesen Gleichungen die Differentialquotienten der x { nach den y h 
auch bis zur p-ten Ordnung inklusive aufsteigen. Zu diesem System 
von Gleichungen füge man noch das System ^ hinzu, in welchem 
die Differentialquotienten der x i nach den y k ebenfalls bis zur ft-ten 
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Ordnung inklusive aufsteigen und nenne man das auf diese Weise 
erhaltene Gesamtsystem &£ m . 

Wir wollen nun die Gleichungen dieses Systems B^\ u klassi- 
fizieren. Es seien nämlich Gleichungen l-ten Ranges alle diejenigen 
der früher betrachteten Gleichungen genannt, welche die Differential - 
qaotienten der Funktionen (/* A ) nach den Veränderlichen y k von der 
/-ten Ordnung und die Differentialquotienten der Funktionen (a ,) 
nach den y k von der (l — l)-ten Ordnung enthalten, wobei unter 
den Differentialquotienten oter Ordnung die Funktionen (a ptj ) selbst 
zu verstehen sind. Demnach zerfällt das System B^\ n in Systeme 
von Gleichungen ersten, zweiten usw. p-ten Ranges. 

Unsere nächste Aufgabe wird es sein, uns über die Resultanten 
Rechenschaft zu verschaffen, welche durch Elimination der Differential- 
quotienten der x i nach den y k aus dem Systeme JB^ m folgen. Es 

erhellt, daß unter diesen Resultanten im allgemeinen Resultanten 
vorhanden sind, die früher im § i betrachtet wurden. Wir wollen 
die Resultanten des Systems Bj^ w1 welche von den früheren unab- 
hängig sind, Resultanten zweiter Art nennen. Es sollen dabei die 
Resultanten zweiter Art, welche aus dem System B^ m sich ergeben 
und von allen Resultanten des Systems B^~^ unabhängig sind, 
Resultanten zweiter Art und /-ten Ranges genannt werden. Diese 
Resultanten l-ten Ranges fuhren auf Differentialparameter {-ten 
Ranges. Wir wollen zunächst gewisse Umformungen der betrachteten 
Gleichungen unternehmen. 

Hit Hilfe der von Christofpel aufgestellten Gleichungen, 
welche die Ausdrücke für die Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung der x f nach den y k durch die ersten Differentialquotienten 
der x { nach den y k , ferner durch a pq und deren ersten Differential- 
quotienten nach den x# endlich durch (a pq ) und deren ersten Differential- 
quotienten nach den y k liefern, ist es möglich, aus den Gleichungen 
des Systems B^\ n Gleichungen zu erhalten, in denen nur die 
Differentialquotienten erster Ordnung der x { nach den y k auftreten. 
Man nenne ß t diejenigen dieser Gleichungen, welche auf diese Weise 
aus den Gleichungen /-ten Ranges hervorgehen, und man bezeichne 
mit (ft) die Anzahl dieser Gleichungen. Es ist leicht zu ersehen, 
daß ganz allgemein die Formel: 

(«) (ß,)-(r,- l ) + >n HiU+, \: i {n y- ,) 

stattfindet. 
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Für l — i ist 



<fc) 



»(* + i) 



-f mn 



und anderseits ist es bekannt, daß die Größen: 

(9) ^A)-2r.^ r % 

(h, A' = l,2, ,*) 

wo a^ r,) das algebraische Komplement des Elementes a rt der Diskri- 
minantea dividiert durch diese Diskriminantea bezeichnet, Differential- 

Parameter sind. Die Anzahl der Größen (9) ist gleich un< i 

alle diese Größen sind voneinander unabhängig. Wenn man diese 
Differentialparameter den entsprechenden Differentialparametern in 
den Veränderlichen y k gleichsetzt, so erhält man auf diese Weise 

Resultanten zweiter Art und ersten Ranges und fragt es 

sich nun, ob es noch mehrere dieser Resultanten ersten Ranges gibt 
oder nicht. 

Es ist klar, daß diese Frage durch die Untersuchung des 
Systems von Gleichungen: 



(IO) 



^ r dx r Sr ' 



C=i, *, ,w\ 



wo g a als Unbekannte betrachtet werden, entschieden werden kann. 
Man beachte aber, daß das System ( 1 o) für die spezielle Annahme 
x i~ = l t 2 i ' ' *' n ) ^ e Form: 



/ n 



00 



2j r( a r; $rp + V i y ) = °> (P, 9 = 1. 1, ■ , n) 

1 



r CX r * r P 



/A = 1. 1, , .n\ 



annimmt und daß C. N. Haskins bewiesen hat, daß die Matrix 
dieses Systems mindestens eine Determinante mit (ß t ) — ^ 
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Zeilen besitzt, welche nicht identisch gleich Null ist. 1 ) Daraus folgt, 
daß auch die Matrix des Systems ( 1 o) mindestens eine Determinante 

mit (ß x ) — m (m ^~ ^ Zeilen besitzt, welche nicht identisch gleich Null 

ist. Demnach existieren nur die ^ aufgestellten Resultanten 

zweiter Art und ersten Ranges und keine weiteren. 

Man nehme jetzt in der Formel (8) 1= 2 an. Es ergibt sich: 

(A)-»" ( " + L) - 

Diese Gleichungen fi t können sogleich angegeben werden. Es ist 
nämlich bekannt, daß, wenn man das System der zweiten kovarianten 
Den vierten der Funktion f k mit f^ rt und das analoge System der 
zweiten kovarianten Derivierten der Funktion (f h ) mit (/i, py ) be- 
zeichnet, so kann man die Gleichungen ß % in der Form: 

1 

darstellen. Der Inhalt dieser Gleichungen kann anders in der Weise 
ausgesprochen werden, daß die Formen: 

n 

(13) 2 r > fh >" dX '' dX ' ( * = ,,,, ,H,) 

1 

absolute Kovarianten der Form q> sind. Es ist nun bekannt, daß 
das System von simultanen Formen, welches aus y und den Formen (13) 

besteht, (m -f- 1) — n* absolute Invarianten besitzt. Das 

nfeißt, daß es unter den Gleichungen (2) und (12) »* derartige gibt, 
die in bezug auf n* Differentialquotienten xf* aufgelöst werden 
können und daß, wenn man die erhaltenen Lösungen in die übrigen 

dieser Gleichungen einsetzt, (m + i)*-^ 1 ^" ^ _ n * Resultanten des 

Systems (2) und (12) sich ergeben. Wenn man nun zu diesem 
System noch die Gleichungen (7) hinzufügt und die soeben genannten 
Lösungen noch in diese Gleichungen einsetzt, so erhält man »in 
weitere Resultanten. Unter diesen zwei Reihen von Resultanten 

befinden sich aber die — - Resultanten zweiter Art und ersten 

2 

1) Die zweite der zitierten Abhandlungen von Haskins S. 176—170. 
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Ranges. Daraus folgt, daß die Anzahl der Differentialparameter 
zweiten Ranges gleich 

mn(n-fi) (n — m)(n — m — i ) 

2 2 

ist. 

Nun ist es sehr leicht, die Anzahl der Resultanten zweiter Art 
und höherer Rangen anzugehen. Da nämlich unter den Gleichungen ß x 
und ß t sicher n* derartige vorhanden sind, welche in hezug auf die 
n % Differentialquotienten aufgelöst werden können, so entstehen 
durch Einsetzen dieser Lösungen in die Gleichungen ß s gerade (/3 8 ) 
Resultanten, unter denen alle Resultanten zweiter Ordnung vorhanden 
sind, die im § i betrachtet wurden. Daher ist die Anzahl der 
Differentialparameter dritten Ranges gleich: 

«(»+')(» + ») , «(« -_0 

I -2-3 ^ 2 

Da ferner die Anzahlen der Resultanten, welche im § i betrachtet 
wurden, für die Ordnungen, die höher als 2 sind, entsprechend den 
Zahlen (y,) gleich sind, so ist es klar, daß die Anzahl der Differential- 
parameter /-ten Ranges für l > 3 gleich (ft) — d. h. durch 
die Formel: 

W 7^0! II 

dargestellt ist. 

§ 3- 

Es ist nun von Interesse, für allgemeine quadratische Differen- 
tialformen denjenigen ähnliche Fragen zu betrachten, welche wir im § 3 
unserer ersten Hitteilung für binäre Differentialformen beantwortet 
haben. Man bezeichne mit a die höchste Ordnung der in einer tn- 
variante vorkommenden Differential quotienten der a ik und mit ß 
die höchste Ordnung der in der Invariante vorkommenden Differential- 
quotienten der willkürlichen Funktionen f h . Es wird dabei a — o 
die Bedeutung haben, daß keine Differentialquotienten der a a , sondern 
• nur die a ih selbst in der Invariante vorkommen, es wird anderseits 
ß = o bedeuten, daß in der Invariante keine Differentialquotienten 
willkürlicher Funktionen auftreten. Wir wollen femer mit dem 
Symbol (A, 2?) die Anzahl aller derjenigen Invarianten bezeichnen, 
für welche a ß = B ist und welche alle voneinander und von 
allen denjenigen Invarianten unabhängig sind, die entweder der Be- 
dingung a < A, ß «= i?, oder der Bedingung a — A, ß < 2?, oder 
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der Bedingung et < A, ß < B genügen. Wir wollen nun alle mög- 
lichen Zahlen (A, 2?) aufstellen. 

Es sind im § i alle Zahlen {A, o) bestimmt worden. 

Um alle möglichen Zahlen (A, i) zu erhalten, sollen die 
Gleichungen der Systeme ß ti y 1? y s , y 4 , . . . betrachtet werden. Es 
erhellt zunächst, daß 

(0,.)-=^, («,«)- o 

and wenn man femer bemerkt, daß die Anzahl aller Resultanten, 
welche aus dem Gesamtsysteme ß l und y 8 sich ergeben, gleich 

(A) + (Ti) - ** und daß 

(n _ 2 )(n_ i)n(n + 3) 



12 



so folgt: * 

(2, 1)= mn jL -y r -- 

Da wir die nämliche Anzahl von Differentialparanietern wie die der 
Gleichungen (7) bereits erhalten haben, so ergibt sich für A > 2 : 

(A, i)=o. 

Es wird auch leicht sein, alle Zahlen (A, 2) zu bestimmen. 
Man wird hierfür zunächst zum Systeme ß 1 diejenigen Gleichungen 
hinzufügen müssen, welche aus den Gleichungen (7) durch alle 
möglichen einmaligen Differentiationen sich ergeben. Aus diesen 
Gleichungen können offenbar die zweiten Differentialquotienten der x { 
nach den y k nicht eliminiert werden und man erhält daher: 

(o, 2)=o. 

Betrachtet man ferner das System, welches aus ß l und ß s besteht, 
und beachtet, daß unter diesen Gleichungen n* solche vorhanden 
sind, die in bezug auf alle Differentialquotienten der x i nach den y k 
aufgelöst werden können, so wird man unter Berücksichtigung der 
Zahlen ({3,), (ß t ) und einiger der aufgestellten Symbole (A, B) zu 
der Zahl: 

(1 2 w wn(n + !) — öl— m)(w ~ m ~ l) 

\ 1 J 2 2 

gelangen. Weiter werden wir zu den Gleichungen ß t und ß s noch 
die Gleichungen y, hinzufügen und analoge Bemerkungen fuhren 
zu dem Schlüsse: 

, N (n — m)(n — m — 1) 
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Wir haben auf diese Weise bereits ebensoviel Differentialparameter 
erhalten, für welche ß — 2, als Gleichungen vorhanden sind, die 
aus (7) durch alle möglichen einmaligen Differentiationen folgen. 
Es ergibt sich daher für jedes A > 2 : 

(A, 2) = o. 

Wir können auch weiter in ähnlicher Weise fortfahren und wir 
glauben, daß es genügen wird, die Resultate zusammenzustellen. 
Dieselben können in einer Tabelle angebracht werden, deren Hori- 
zontalreihen den Werten von A und deren Vertikalreihen den Werten 
von B entsprechen. Die Zahl (4, B) wird dabei in der der Zahl A 
entsprechenden Horizontalreihe und in der der Zahl B entsprechenden 
Vertikalreihe gelegen sein. Man kommt derart zu dem Schema: 



1 



! 



m(m + 1) 

2 



ffln(n-f l) 
2 



(n — m) (n — m—i) 



■ 2 



(n-2)(n — i)n(n + 3) 



1 2 



(•1 + 2)! 

(n_2)! 4 ! 



mn — 



w(m -f 1 ) (n — m ) (n — m — D 






2 


"•(n-i!) 3 ! 




0 


0 



in welchem die Zusammenfassung aller Resultate enthalten ist, über 
welche bis jetzt in der gegenwärtigen Abhandlung die Rede war. 



§ 4- 

Wir haben Differentialparameter mit m ^ n willkürlichen 
Funktionen betrachtet und wir wollen nun fragen, ob unter diesen 
Differentialparametern derartige vorhanden sind, welche weder die 
Koeffizienten der Diüerentialform, noch die Ableitungen dieser 
Koeffizienten enthalten. Um diese Frage zu beantworten, nehmen 
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wir m = w an und beachten, daß wir alsdann mit den Glei- 
chungen: 

W*) = y y , y ^ y) /* = i. *, -, - \ 



wo die Differentialquotienten zweiter Ordnung der a* r nach 

den y p bezeichnen, zu tun haben. Man sieht ohne weiteres ein, daß 
man aus diesen Gleichungen alle Differentialquotienten aller Ord- 
nungen der x r nach den y p durch die Differentialquotienten der 
Funktionen f k und (f k ) ausdrücken kann, daß aber auf diese Weise 
alle diese Gleichungen ausgenutzt sein werden. Daraus schließt 
man, daß im Falle m <^ n keine Differentialparameter existieren, in 
denen nur die Ableitungen willkürlicher Funktionen f k auftreten. 

Es ist leicht zu sehen, daß im Falle m — n die Summe der 
Anzahlen der Differentialinvarianten (/ — i)-ter Ordnung und der 
Differentialparameter l-ten Ranges unabhängig von den Betrachtungen 
der früheren Nummer angegeben werden kann. Es können nämlich 
die Gleichungen, welche die Funktionen f h enthalten, zur Bestimmung 
aller Differentialquotienten der x r nach den y p benutzt werden und 
wenn man die erhaltenen Ausdrücke in diejenigen der Gleichungen 
einsetzt, welche zur Ordnung (/ — i) angehören, so wird man alle 
Resultanten erhalten, welche die Differentialinvarianten (/— i)-ter 
Ordnung und alle Differentialparameter ?-ten Ranges liefern. Daher 
ist diese Anzahl für l > i gleich: 

n(n i ) n(n -f D ■ • • (n -\- l — 2) 
2 1 • 2 •••(/— 1) 

und rar l = 1 gleich: 

*(*+ 0 
2 

und man sieht, daß dies mit den früheren Angaben übereinstimmt. 

Wir haben bisher Differentialparameter betrachtet, welche 
entstehen, sobald man m ^ n Funktionen f k benutzt. Es sei nun 
n + m' Funktionen f k und man frage, wie viele Differentialparameter 
eines jeden Ranges existieren, die von den früheren, in welchen die 
Punktionen f h (h = 1, 2, • • n) nicht aber die Funktionen f k 
(h = n -f 1, n -f 2, • • •, n -f- m f ) auftreten, unabhängig sind. Auf 

M&th.-phya Kbisse 1908. Bd LX 3 
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Grund obiger Bemerkungen ist es leicht zu sehen, daß diese Anzahl 
derjenigen Anzahl von Gleichungen eines jeden Ranges gleich ist, 
welche wegen der Einführung m' neuer Funktionen f k hinzukommen. 
Es ist also die Anzahl neuer Differentialparameter i-ten Ranges gleich 

/n(n+ i)...( n + l — i) 

m 12 - l 

und dabei ist ersichtlich, daß alle diese Differentialparameter so 
gewählt werden können, daß in denselben die Koeffizienten der 
Differentialform und die Ableitungen dieser Koeffizienten gar nicht 
vorkommen. Für den Rang i sind es nämlich die ersten Ableitungen 

der fn+k ( k — *» 2 i " * "» m ') nacn den U (• = ! » 2 » * * *> n ) d - h 
die Ausdrücke: 

Dfa * • • -i x i_i, *o Ä <+H * • *' X n) 
(i = 1, 8, * = 1, J, • ■ •. m"). 

Für höhere Range sind es höhere Differentialquotieuten der / , ||+Jl 
nach den /). 

Auf Grund dieser Bemerkungen ist es ersichtlich, daß, sobald 
man näher die Gesamtheit der Differentialparameter untersuchen 
will, genügt es vorauszusetzen, daß m n ist. 

§ 5- 

Die Gesamtheit der Werte der Veränderlichen Xj, Sj, . . ., x n 
bestimmt eine n- fache Mannigfaltigkeit. Setzt man nun voraus, daß 
die Veränderlichen x r Funktionen von *n<« Parameter 
sind, so wird dadurch in der früheren Mannigfaltigkeit eine im all- 
gemeinen m-fache Mannigfaltigkeit festgelegt sein. Wenn man nun 
statt der Veränderlichen x r neue Veränderliche y einführt, so werden 
diese letzteren gleichfalls Funktionen von Uj, . . ., u m sein. Es 
können daher Invarianten betrachtet werden, welche Differential- 
quotienten der x r nach den Parametern enthalten. Für diese In- 
varianten wollen wir der Bequemlichkeit halber hier die Benennung 
Fundamentalgrößen der w-fachen Mannigfaltigkeit benutzen. 

Wir haben zunächst die Gleichungen: 

(l 4 ) dX r = y x iP) d »P /r-l.t...,.\ 
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und durch Differentiation derselben nach den u v t^, . . ., u m können 
weitere Gleichungen erhalten werden. Man betrachte alle diejenigen 
dieser Gleichungen, welche aus ( 1 4) durch einmalige, zweimalige usw. 
(e - 1)- malige Differentiation sich ergeben, man füge zu denselben 
die Gleichungen GL**- 1 ) hinzu und man bezeichne die Gesamtheit 

aller dieser Gleichuntren mit 7^ . Wenn man aus diesem Systeme 

die Differentialquotienten der x r nach den y eliminiert, so kommt 
man auf die früher betrachteten Differentialinvarianten und außerdem 
auf die Fundamentalgrößen, über welche wir soeben gesprochen 
haben. Diese Fundamentalgrößen wollen wir nun klassifizieren. 
Es seien nämlich Fundamentalgrößen vom Bange l alle diejenigen 
Invarianten genannt, welche durch Resultantenbildung des Systems 
erhalten werden können und welche sowohl von allen Differential- 

invarianten überhaupt wie auch von allen denjenigen Invarianten, 
die durch Resultantenbildung des Systems F^~J^ sich ergeben, un- 
abhängig sind. Unsere nächste Aufgabe wird es sein, die Anzahlen 
der Fundamentalgrößen verschiedener Range zu bestimmen. 

Um diese Frage zunächst für den ersten Rang zu beantworten, 
bemerke man, daß, sodald man die Größen xjf ) aus den Gleichungen : 

n 

1 

ry p G= ^jrcx r r \*=i,a, ,»/ 

bei der Voraussetzung m < n eliminiert, die Gleichungen 

jLi>< y } <?y p <??/,, Zj" ü dx r cx m 
(h,h- = 1. s, , »») 

sich ergeben, wo (a^i)) die algebraischen Komplemente der Ele- 
mente der Diskriminante der transformierten Differentialform 
dividiert durch diese Diskriminante bezeichnen. Man bemerke 
ferner, daß, sobald man in irgend welchen Beziehungen statt der 
Elemente a rt und entsprechend die Größen (o (r#) ) und 

oP^ setzt, so wird man in diesen Beziehungen demzufolge die 
Größen (a< r *)) und durch die Größen a rt und (a pij ) ersetzen 
müssen. Wir wollen außer diesen Vertauschungen in den zuletzt 

3* 
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betrachteten Beziehungen noch überall statt afjf) die Größen und 

d(Q df. 

statt der Differentialquotienten -y -- und entsprechend die 

Differentialquotienten - und 7^- einsetzen. Alsdann erhalten 
wir die Relationen: 



a (Pl) -2 , r#( a(r ' > )*p r)Ä i' ) 
1 



(p, y = 1, *, • , s) 



rt4 A ^J r CU h P \p=\.t. -/ 



und die M( * m + O Gleichungen: 



1 1 

(A,A'=1.», • ,m). 

Wenn man in diesen Beziehnungen überall r mit und 5 mit 4 
vertauscht, so ergeben sich die Relationen: 

n 

(15) a< r '> ~^„(a {p '' r )3< r p) * ( ?\ (p </=i,«, 

1 

^ J au A ^p*> au A \p*i,i, •.-/ 

und die Wl ^ m "t ^ Gleichungen: 

(17) V « H^ = y» (a /V*. 

(A, A' = 1, 1, , m). 

Daraus folgt, daß die Gleichungen (17) alle Eliminationsresultate 
der Größen a^> aus den Gleichungen (15) und (16) sind. Es ist 

nun aber das System (15) dem Systeme (2) äquivalent und das 
System (16) mit dem Systeme (14) identisch, es folgt also, daß 
die Gleichungen (17) alle Eliminationsresultate der Größen x& aas 
dem Systeme F^ m sind. Wir sind daher zum Resultate gekommen, 
daß die Anzahl aller voneinander unabhängigen Fundamentalgrößen 
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ersten Ranges gleich m ^ m ^ ~ ^ j 8 t und wir haben gleichzeitig kon- 
statiert, daß: n 

alle diese Fundamentalgrößen ersten Ranges sind. 

Indem wir nun zum zweiten Range Übergehen, wollen wir 
zunächst die Bezeichnungen: 



a ik,i 



x(* a ii ^t a A 

und die Bezeichnungen: 

n 

(.9) 

einführen und beachten, daß die Beziehungen: 

uo) 4«) -2>pv. f K" ) -2**^*?*? 

i t 

<j>, v, r = 1, S, , *) 

bestehen, wo xf*^ die Ableitungen zweiter Ordnung der x r nach 
den y sind. Wenn man ferner die Gleichungen (14) nach u h ' 
differenziert, so ergibt sich: 

B J x ^% cy dy d*y 

(r= 1,1, • A,A* = 1,1, • , m) 

und wenn man hier die Werte (20) einsetzt und die kürzeren Be- 
zeichnungen: 

**** t«~du k , ~ i ~<£ ik ° i >> r dH?u' 

1 * * 

(22) 
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benutzt, so wird man die Gleichungen (21) auf die Form: 

c») «... - 

1 

(r=l,l, ■• A,A'=1,S, , «») 

bringen können. Es erhellt, daß man zu allen Fundamentalgrößen 
zweiten Ranges durch Elimination der aus den Gleichungen (2), 
(14) und (23) kommt. 

Bei der Durchführung der Elimination müssen zwei Fälle aus- 
einander gehalten werden. Wenn die Anzahl der Gleichungen ( 1 4) 
und (23) kleiner als n* oder gleich w* ist, d. h. wenn 

* »(w + 3) ^ „ 

— — - S», 

so wird man die bezüglichen Betrachtungen in derselben Weise wie 
für den ersten Rang durchführen können. Demnach ist in diesem 
Falle die Anzahl der Fundamentalgrößen zweiten Ranges gleich: 

ffi(»+3)fm(m + 3) . ,1 w(m-f 1) ro(ro -f 0 (m" + 5 m -f 2) 
4 " L 2 + I J- 2 " 8 

Im Falle aber, wenn die Anzahl der Gleichungen (i4)und (23) 
größer als «* oder gleich n* ist, d. h. wenn: 

»»(ro-f 3) ^ 
2 ^ n » 

so wird man »' dieser Gleichungen dazu benutzen können, um aus 
denselben alle rff* zu bestimmen. Wenn man ferner die erhaltenen 

Ausdrücke für jcj^ in die übrigen Gleichungen (14) und (23) und 

in die Gleichungen (2) einsetzt, so bekommt man Beziehungen, 
welche alle Fundamentalgrößen ersten und zweiten Ranges liefern. 
Demnach ist in dem zweiten Falle die Anzahl voneinander unab- 
hängiger Fundamentalgrößen zweiten Ranges gleich: 

w < n +2) 4. „ m(m + 3 > _ w i OT < m + „ w m 2ü_+^ _ w ( n — J) 
2 ' 2 2 a 2 2 " 

m(m 4- 1) 

WM ■ I • 

2 

Wenn man nun zu höheren Rangen übergeht, so kann die Be- 
handlung unserer Frage mit Hilfe der Bemerkung erhalten werden, 
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daß aas den Gleichungen y 0 und y, alle aßjf* bestimmt werden können. 
Demnach ist im Falle: 

»i(w-f 3) ^ 

2 

die Anzahl der Fundamentalgrößen dritten Ranges gleich: 
'm(m-f^) m(w-f i)( w + 2 )1 »*(m -f- 3)rm(in -f 3) 



[' 



+ 



)j m(m-f 3 )|-m(m-f 3) ^ ^ 



und im Falle: 



►(m + 3) 



ist die Anzahl dieser Fundamentalgrößen gleich: 

»(m+i)(»i-f 2) w(n— 1) 



Die Anzahl der Fundamentalgrößen /-ten Ranges ist für l ^ 4 in 
allpn Fällen gleich: 

(m-f- J— 0! 

• 

Wir wollen noch hier in bezug auf die Fundamentalgrößen das- 
jenige Klas8ifikation8prinzip in Anwendung bringen, nach welchem 
wir in § 3 die Differentialparameter eingeteilt haben. Der Analogie 
halber glauben wir uns auf die Angabe der Resultate beschränken 
zu dürfen, welche wir in folgender Tabelle zusammenstellen: 



I 



m(m-f 1) 



2 

o 



m n 



m(m-\- 1) 



1 



LT 



3 


4 


5 


0 


0 


0 


0 


0 


0 


(m-i)!~3! 


0 


0 


0 


(w + 3)! 
(m-i)! 4 ! 


0 

n (» + 4>! 
(*»-D! 5« 


0 


0 


0 


0 


0 









Digitized by Google 



4 o 



K. fco 



bawski: 



Es müssen noch hier die Werte von a und b angegeben werden. 
a ist die Anzahl der Fundamentalgrößen zweiten Ranges, d. h. 
wir haben 

m(m -f i)(m' + 5 m + 2) 

a 8 

bei W(m i 3) <» und 
2 — 

m(m -f 3) n(n — 1) m{m -f 1) 

a = w — 2 

bei m(m ^~ - n. Man sieht ferner leicht, daß 
2 — 

, m(m 4- 1) 
2 

und wir erhalten also bei m ^ m - -^ < w die Zahl: 

2 — 

u m(m -f i)r m(m -f 3) (m — i)(m -f 2)] 
b 2 " 2- + 4 -J 

tn (tn -J- 3) 

und bei — - I> n die Zahl: 

2 — 

, (n — m)(n — m — 1) 

n ss=? — — • 

2 

Hiermit sind die Fundamentalgrößen mit möglichst niedrigen Ord- 
nungen zweier Systeme von Differentialquotienten angezeigt 

§ 6. 

In der vorigen Nummer haben wir gesehen, daß die Größen: 

n 

Fundamentalgrößen sind. Auf dieselbe Weise läßt sich leicht ein- 
sehen, daß auch die Größen: 

n 

( 2 : 5 ) e « , . = ^ a x „ ~ X ' (<•» "» * = 1, >. . w > 

und die Größen: 

( 2Ö ) W«' =^.^.^,^^^0' 1.1. •••.»> 

1 
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Fundamentalgrößen sind. Wir wollen uns nun mit einigen Eigen- 
schaften dieser Fundamentalgrößen beschäftigen. 

Zunächst ist es klar, daß alle Ableitungen der e^ a nach den u f 
auch Fundamentalgrößen sind. Man hat aber: 



n 



^1 da r ,dx s cx,dx t 
1 * 

und wenn man hier auf Grund der ersten Gruppe der Gleichungen (22) 
die Größen x rqt und x t nr einführt und dabei sowohl die Bezie- 
hungen: 



wie auch die erste Gruppe der Beziehungen (ig) ausnutzt, so ge- 
langt man auf Grund der Beziehungen (25) zu den Relationen: 

aus welchen sich leicht die Relationen: 



1 (* e Qt de ar 

W 2\dH a + du,, duj 



ergeben. 

Die Analogie der letzteren Entwicklungen zu den einleitenden 
Rechnungen in der Theorie der quadratischen Differentialform hat 
ihren Grund darin, daß sobald man in die Form tp für x r Funk- 
tionen der Parameter u v m„ m 8 , . . w ra einsetzt, so ergibt sich: 



III 



(27) v-^*" 6 *«*"**"»- 

1 

Man fahre nun an Stelle der Parameter w,, w 8 , . . . , u m neue Pa- 
rameter »j, . . . , v tH ein. Man kann sich zunächst denken, daß 
i r durch die Parameter r„ c v . . . , v m ausgedrückt sind; alsdann 
ergibt sich aus der Form <p die Form: 

m 
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in welcher 

1 f* 

Es kann aber ferner die Form [9] aus der Form <p durch Ein- 
fuhrung an Stelle der Parameter t* lt M a , . . ., u M neuer Parameter 
v v i?„ . . . , t? TO erhalten werden. Wenn man die Bezeichnungen in 
der Weise wählt, daß: 

m 

du Q = ^ 2 i*W dv l , (e - 1, 1. .,*) 

so ergeben sich die Beziehungen: 

(29) r%i-^. v ^ «f* 

Es ist für unB von Wichtigkeit, die Gleichungen anzuführen, welche 
aus den letzteren durch einmalige Differentiationen folgen. Diese 
fraglichen Gleichungen können auf Grund der bekannten Beziehungen 
der Transformationstheorie quadratischer Differentialformen ange- 
geben werden. Wenn man nämlich das algebraische Komplement 
des Elementes e ga der Diskriminante der Form 9, dividiert durch 
diese Diskriminante selbst mit i ( ? n ) bezeichnet und für die analoge 
Größe der transformierten Form [<p] die Bezeichnung [e^] an- 
nimmt, und wenn man außerdem die Bezeichnungen: 

m 

1 

benutzt, wo mit [c lMt9 ] die den Größen e analogen Größen rar 
die transformierte Form [q>] bezeichnet sind, so wird man die frag- 
lichen Gleichungen in der Gestalt: 



m 
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darstellen können, wo mit die Ableitung _ ? benannt worden 

ist Es erhellt, daß diese Gleichungen diejenigen sind, welche an- 
geben, wie bei der betrachteten Transformation die Größen e^ a i 
transformiert werden. 

Wir müssen noch Beziehungen aufstellen, welche angeben, wie 
bei der betrachteten Transformation die Fundamentalgrößen c ^.^ 
transformiert werden. Zu dem Zwecke bemerke man, daß durch 
Differentiation der Gleichungen: 

m 

^_y^„ w ('='••• ) 

3t). ^J<tdu"v \1 = 1,S,. ■.,»•/ 

1 V 

die Gleichungen: 



(r = 1,1, =1,1,...,») 



sich ergeben. Wenn man nun hier die erste Gruppe der Bezeich- 
nungen (22) ausnutzt, ferner die analogen Bezeichnungen: 



in Anwendung bringt und endlich, die aus den Gleichungen (3 1 ) 
für sie 

Relationen: 

(r = l, 1, ...,»; Ü,/4 =3 1,8, . . . , m). 

Es wird für die folgende Rechnung bequem sein die kürzeren Be- 



fur tfiri sich ergebenden Werte einsetzt, so kommt man auf die 



m m m 



m 



X =y a 



m 



1 » 
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zu benutzen. Aus den Beziehungen (32) ergeben sich die Be- 
ziehungen : 

^]rs a r$ {\ X r,i f i]~~ l ^r, i «]) < l^i, *>* I — L^j, 2>'D = 
1 

1 MI 

Es ist aber: 

n 

^jr$ a r» X r t X $, q' n' ~ e Qa, » 
1 



m 



1 1 

und die drei letzteren dieser Ausdrücke besitzen sämtlich denselben 
Wert: 

>n 
1 

I 

Es ist klar, daß für das transformierte System von Größen analoge 
Beziehungen stattfinden. Man sieht daher, daß sobald man noch 
die Bezeichnungen: 

tn 

i 

(n,o,</, o' = l,i,. .,«•) 

einführt und für das transformierte System von Größen analoge 
Bezeichnungen mit Benutzung der eckigen Klammern in Anwendung 
bringt, wobei unter anderem: 

TW 

1 
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so wird mau die Beziehungen, welche angeben, wie die Fundamental- 
größen e 9 a, 9 'o' transformiert werden, in der Form: 

(33) Vl A -J^U 9 -c \a, f „< «J 0 *p W 

2',/i' - 1,*,. .,m) 

darstellen können. 

Wir wollen noch hier einen für die Folge wichtigen Satz an- 
fahren. Es laßt sich n&mlich beweisen, daß unter den Gleichungen 
(29) und (33) jedenfalls m* derartige vorhanden sind, die in bezug 
auf die m* Großen tiW auflösbar sind. Man bilde zu dem Zwecke 

die Differentiale der rechten Seiten der Beziehungen (29) und (33), 
wobei man nur die Gröben u {l} als Veränderliche betrachtet. Unter 

Benutzung der Bezeichnung: 
ergibt sich: 




Wenn aus den Gleichungen: 

(34) «*K,]=<>» 4''2, fi >-l- 0 

(2,^,2',/«' = 1, 8, ...,m) 

bei irgendwelchen speziellen Annahmen und unter Betrachtung der 
fy 2 als unbekannte Größen, für diese Größen lauter Nullwerte 
sich ergeben, so folgt daraus, daß unter den Gleichungen (29) und (33) 
jedenfalls m* derartige vorbanden sind, für welche die Funktional- 
determinante in bezug auf die u (l > der in diesen Gleichungen rechter 

Hand befindlichen Ausdrücke nicht identisch gleich Null ist. Man 
wähle nun: 

u = « ((» = i,i, , >»>■ 
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Alsdann erhalten die Gleichungen (34) die Form: 



(35) 



1 

m 
1 

(2, ff, i\ = 1, m) . 



Es hat aber C. N. Haskins im § 6 seiner Arbeit „On the in- 
variants etc. II." derartige weitere spezielle Annahmen getroffen, 
bei welchen man einsehen kann, daß aus den Gleichungen (35) lauter 
Null werte der Unbekannten i\ k folgen. Man sieht also, daß unter 
den Gleichungen (29) und (33) in der Tat m* derartige existieren, 
welche in bezug auf alle Größen auflösbar sind. 



§ 7. 

Die Fundamentalgrößen treten unter anderem dann als Inva- 
rianten auf, wenn die Parameter u nicht transformiert werden. Wir 
wollen nun voraussetzen, daß die Parameter u„ w 2 , . . ., u m in neue 
Parameter t>„ v % , . . . , v m durch willkürliche Gleichungen transfor- 
miert werden. Alsdann können auch Invarianten betrachtet werden, 
welche unter anderem von den Ableitungen der Veränderlichen der 
«-fachen Mannigfaltigkeit in bezug auf die Parameter der m-fachen 
Mannigfaltigkeit abhängig sind. Wir wollen für dieselben die Be- 
nennung Differentialparameter zweiter Gattung benutzen. 

Wenn eine derartige Invariante in den Veränderlichen x T und 
den Parametern ausgedrückt ist, so wollen wir sie vom /-ten 
Range nennen, falls in derselben die a rt und deren Differentialquo- 
tieuten nur bis zur (l — i)-ten Ordnung inklusive, die Ableitungen 
der x r nach den nur bis zur i-ten Ordnung inklusive auftreten 
und falls dieselbe von allen früher behandelten Differentialinvarianten 
und von allen denjenigen Differentialparametern unabhängig ist, in 
welchen die a rt und deren Differentialquotienten nur bis zur (l — 2)- 
ten Ordnung inklusive und die Ableitungen der x r nach den w nur 
bis zur (/ — i)-ten Ordnung inklusive vorkommen. Wir wollen 
der Reihe nach zusehen, wie viele voneinander unabhängige Diffc- 
rentialparameter eines jeden Ranges existieren. 

Es ist leicht zu sehen, daß Resultanten, welche auf Differential- 
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parameter zweiter Gattung ersten Ranges führen, falls derartige 
Resultanten überhaupt vorhanden sind, aus den Gleichungen: 



n 



<36) (a pi{ ) -^.a^/^v), (*v-i.V ,«> 



i 



U7) f *' -X«<r> | J, (-.,», ..; J = , .... 

38) d * y ? } » - 1. 1, . . ., - •, a « 1. j, ■ , *> 

durch Elimination der Grüßen av"* ^ T , m (x) folgen müssen. Wir 
wissen, daß man aus den Gleichungen (36) und (37) 

2 H- w« — 2 

von den Größen bestimmen kann, und daß, wenn man die er- 
haltenen Ausdrücke in die übrigen dieser Gleichungen einsetzt, 
"■"±Jl Gleichungen, nämlich: 

V dx r dx, -sri , ^y r 'cy t 

1 '1 

(i,/. = l,S, • ,»n) 

sich ergeben. Man setze nun hier aus den Gleichungen (38) die 

dx 

Werte der Ableitungen ein. Alsdann ergibt sich: 
<v— » vy ty 

1 1 

{X,H = 1,1, •••,*•). 

Da man aber aus dem letzteren Systeme die ti-W nicht eliminieren 

kann, so schließen wir daraus, daß keine DiÖ'erentialparametor 
zweiter Gattung ersten Ranges existieren. 

Wenn man zum zweiten Range übergeht, so sollen zu den 
früheren Gleichungen folgende Systeme von Gleichungen hinzu- 
gefügt werden: 



r 
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(4.) x/.» -2>,.,><« -^«VrW» 



1 

(p, v, ' • = 1, 1, , n) 



; cr.cc, ^riiv, cv • ^^Z/rr et /et)' 

*■ ' i *■ M ] kr* 

(r = 1,2, • = 1,1, , r»,) 

(43) -y — * r 

(/ • = 1, 1, ■ , m; 2,// = 1, 2, , im) 

Außer den früheren Bezeichnungen wird es in der Folge bequem 
sein für das System von Veränderlichen # p und den früheren 
analoge Bezeichnungen zu benutzen und das genannte Variabein- 
system dadurch zu kennzeichnen, daß man die bezüglichen Größen 
gleichzeitig mit eckigen und runden Klammern umgibt. Wenn 
man aus den Gleichungen (41) die Werte j<f »' in die Gleichungen (42) 
einsetzt und alsdann aus denselben und den Gleichungen (36) und(37) 
die Elimination der Ableitungen vornimmt, so erhält man auBer 
den Beziehungen (39) noch weitere Beziehungen, über welche im 
§ 5 die Rede war. Wir haben im § 6 konstatiert, daß zu den- 
selben jedenfalls die Beziehungen: 

(44) (\%or\) = \%at\ (e,«,r=1,2, • ,„,) 

(45) &e Q „ t 9 . J) - [e 9 öt Q . a .] «. «; *- = 1. *, - , «) 

angehören und wir gehen hier darauf nicht ein, ob diese Beziehungen 
die Gesamtheit der auf diese Weise sich ergebenden Beziehungen 
ausmachen und ob sie alle voneinander unabhängig sind. Diese 
Fragen sind im § 6 der erwähnten zweiten Abhandlung von C. N. 
Haskins bebandelt worden. Führt man weiter das Eliminations- 
verfahren in der Weise, daß man in die Beziehungen (44) und (45) 

die Werte der Ableitungen * u s (43) einsetzt, so wird mau 

das aus den Beziehungen (44) folgeude Resultat in der Form: 

tu m 

(46) +y {k g ikt ,u?rup - ,])«<;> 

1 1 
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darstellen können und vermöge dieses Resultates wird man aus 
den Beziehungen (45) die Beziehungen: 

m 

'47) ([*,,. ,.„.]) =2*"««\°.*« Ml i )u ^P , W ) 

1 

(i, f ,, l' y f i' = 1, », • • , m) 

erhalten. Wenn man nun noch die Relationen (40) anführt, welche 
in der Form: 

Hl 

(48) <k.]) =,2Vv"^^'!f , <'.*=«.«.•,.»> 



•largestellt werden können nnd bedenkt, daß unter den Gleichungen (47) 
und (48) jedenfalls m* derartige vorhanden sind, die in bezug auf 
die Größen «< a > aufgelöst werden können, so wird man in der Lage 

sein, die Anzahl der Differentialparameter zweiter Gattung und 
zweiten Ranges anzugeben. 

Wir betrachten zunächst den Fall: 

m(m+ 3)^„ 

S» n • 

2 — 

Die Anzahl der Fundamentalgrößen ersten und zweiten Ranges ist 
in diesem Falle gleich: 

m{m-\- z)[m(m -f 3) 



L +3)p m + 3) +I J ; 



da aber die Anzahl der Ableitungen «W nnd «™ gleich: 

ist, so ist die Anzahl der Differentialparameter zweiter Gattung 
zweiten Ranges gleich: 

m(m -f- 3)(m* — m -J- 2) 
8 * 

Im Falle: 

Math -phyi. Klasse 1908. Bd. LX. 4 
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ist die Anzahl der Fundamentalgrößen ersten und zweiten Ranges 
gleich: 

m(m -\- 3) n(n — i) 



und daher ist die Anzahl der Differentialiuvarianten zweiter Gattung 
und zweiten Ranges gleich: 



/„ x»»(m-f 3) n(n— i) 
{n — m) 2 • 



Indem wir nun zu höheren Rangen übergehen , so ist auf 
Grund der früheren Betrachtungen ersichtlich, daß für einen Rang 
I ^> 3 die Anzahl der Differentialparameter zweiter Gattung gleich 
der Anzahl der Fundamentalgrößen des Ranges l ist, vermindert 
um die Anzahl der Differentialquotienten Mer Ordnung der t*^ nach 
den v x . Demnach ist im Falle: 

m(m + 3) ^ 

die Anzahl der Differentialpararaeter zweiter Gattung und dritten 
Ranges gleich: 



und im Falle: 



(« + i)(m + 2) 



! (» + 3) 



2 — 

gleich : 

Die Anzahl dieser Differentialparameter Z-ten Ranges bei / ^ 4 ist 
gleich: 

(n m^ (m + / - l)! 

^- m )- {m -i)Tli ' 

Es erübrigt noch, für die Differentialparameter zweiter Gattung 
eine Untersuchung durchzuführen, welche denjenigen analog wäre, 
die wir im § 3 und am Schlüsse des § 5 durchgeführt haben. Wir 
wollen zunächst die Resultate in einer Tabelle zusammenstellen und 
ferner werden wir die Beweisgründe dieser Resultate anführen. 
Man erhält die Tabelle: 
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Z„ LmYAKIAMTENTHEORIE DER DlFFRREKTIALFORMEN ZWEITEN GrADEE. 5, 



o 
1 



! a' 



m (n — m) 



o 



o 
o 



(n—m) 



(m -\- 2) ! 
yn— 1)!3! 



(ti — m) . ■ ■■- — , , - 
v / (m~ i)!4! 



Li 



wo in der ersten Vertikalreihe die Ordnungen der Differentialquo- 
tienten der o <4 , in der ersten Horizontalreihe die Ordnungen der 
Differentialquotienten der Koordinaten nach den Parametern ange- 
bracht sind. Die Zahlen a' und b' besitzen folgende Bedeutung. 
Wenn 



m{m + 3) 



so ist: 



/ % I w (m -j- 3) («*' — 1« + 2) 



8 



u , , , m (» -f 1) m (« -|- 3) («•» — m -f 2) 

0 —(« — ml----——— — — - — — V— — — 

2 8 



und wenn 



2 ^ *> 



90 haben wir: 



0 - (« - w) • 2 -■ , 

b' = M ^ n 2 — -- — ro (» — m) . 

Ladern wir zu den Beweisgründen übergehend, dem Symbole (.4, 5) 
analoge Bedeutung wie im § 3 beilegen, bemerken wir zunächst, 
daß (0,1) — o, wie wir früher konstatiert haben. Um die Anzahl 
(0,2) zu bestimmen, sollen außer den Gleichungen (36), (37) und 
(39) die Gleichungen (42) und (43) betrachtet werden. Da man 
aus diesem Systeme die Differentialquotienten xff q) nicht eliminieren 

4* 
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kann, so ergibt sich (0,2) = o und es ist leicht zu sehen, daß auch 
bei beliebigem B: 

(o, J3) = o. 

Es ist unmittelbar ersichtlich, daß aus den Gleichungen (36), 
(37)i (38) und (41) alle in denselben vorkommenden willkürlichen 
Größen nicht eliminiert werden können, daß also: (1,1) =0. 
Ferner ist auch klar, daß (1,2) gleich der Anzahl der Differential- 
parameter zweiter Gattung zweiten Ranges ist und schließlich hat 
man für B > 2 

denn es wird nicht möglich sein aus den in Betracht kommenden 
Gleichungen die Elimination der Differentialquotienten der x r nach 
den y p dritter und höherer Ordnungen zn bewirken. 

Wir wissen, daß die Gleichungen (36) und (4) in bezug auf 
Größen 3^ aufgelöst werden können und daß die Elimination 
dieser Größen aus den genannten Gleichungen eine Anzahl von 
Differentialinvarianten liefert. Wenn man anderseits die erhaltenen 
Lösungen für in die Gleichungen (37) und (38) einsetzt, so 

dx 

wird man aus denselben noch alle 5- r - und w (i) eliminieren können 

und man gelangt zu m (n — tn) Beziehungen. Man hat daher: 

(2, 1) = m (w — m). 

Fügt man ferner noch die Gleichungen (41), (42) und (43) hinzu, 
so ist ersichtlich, daß auch in diesen die Entfernung der zu elimi- 
nierenden Größen möglich ist, und daß man bekommt: 

(2, a)-(« -m) -< - 2 T->-(,, 2 ). | 
In ähnlicher Weise ist es leicht zu sehen, daß 

(2, 3) = («-w) ^ ; \ ^ 

und daß für B > 3: 

(2, B)-o. 

Schließlich werden in derselben Weise die Zahlen weiterer 
Zeilen der Tabelle aufgestellt. 



lirurkfertig erklärt am 17. II. 190». 
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Über das logarithmische Potential einer gewissen 

Ovalfläche. 

Zweite Abhandlung. 

Von 

C. Neumann. 

Transformiert man eine gegebene Ellipse nach der Methode 
der reziproken Radien, so wird die so entstehende neue Kurve, 
welche kurzweg ein Oval ! ) heißen mag, sehr verschiedene Gestalten 
besitzen können, je nach der Lage des Transformationszentrums. 

Wir denken uns nun eine von einem solchen Oval umgrenzte 
homogene materielle ebene Fläche, und stellen uns die Aufgabe, die 
Einwirkung dieser materiellen Fläche auf äußere Punkte, unter Zu- 
grundelegung der Theorie des logarithmischen Potentials, näher zu 
untersuchen. Dabei soll selbstverständlich nur von solchen Punkten 
die Rede sein, die in der Ebene der materiellen Fläche gelegen sind. 

Man kann zunächst etwa den speziellen Fall ins Auge fassen, 
daß das Transformationszentrum im Mittelpunkt der Ellipse liegt. 
Alsdann wird die betreffende materielle Ovalfläche, in ihrer Wirkung 
auf äußere Punkt«, ersetzbar sein durch zwei einzelne feste Massen- 
jmnkte; — wie solches von mir bereits früher dargelegt worden 
ist, in meiner ersten Abhandlung über diesen Gegenstand 8 ). 

Ich gehe sofort über zu einem andern Spezialfall, indem ich 
gegenwärtig jenes Transformationszentrum hineinfallen lasse in den 
einen Brennpunkt der gegebenen Ellipse. In diesem Falle wird die 

1) Der Name „Oval" ist ziemlich willkürlich gewählt. Doch findet 
derselbe — wenigstens für den speziellen Fall, daß das Transformations- 
zentrutn im Mittelpunkt der Ellipse liegt — einen gewissen Stützpunkt 
in einer schon früher üblich gewordenen Bezeichnungsweise. Vgl. diese 
Berichte 1907. S. 288. 

2) In diesen Berichten 1907. S. 278—312. 



54 



C. Nbumann: 



betreffende materielle Ovalfläche, in ihrer Wirkung auf äußere 
Punkte ersetzbar sein durch einen einzigen festen materiellen Punkt: 
wobei aber sogleich hinzugefügt werden muß, daß dieser materielle 
Punkt von ziemlich komplizierter Beschaffenheit ist, daß er nämlich 
zusammengesetzt ist aus einem materiellen einfachen Punkt und aus 
einem materiellen Doppelpunkt. 

Auf die wirkliche Ableitung oder Begrün- 
dung dieser Angaben will ich einstweilen nicht 
näher eingehen. Wohl aber möchte ich diese 
Angaben selber im folgenden etwas genauer 
und ausführlicher darzustellen mich bemühen. 

In beistehender Figur sei 0 das (nach 
unserer Voraussetzung mit dem einen Brenn- 
punkt der gegebenen Ellipse koinzidierende) 
Transformationseentrum; und die durch 0 ge- 
hende Linie sei die Symmetrieachse der zu be- 
trachtenden Ovalfläche. Ferner seien A und A' 
die beiden Sdieitclpunkte der Ovalfläche, näm- 
lich diejenigen beiden Punkte, in denen der 
Rand dieser Fläche von der Symmetrieachse 
getroffen wird. Dabei denke man sich die Be- 
zeichnung so gewählt, daß 0 weiter entfernt 
ist von A, als von A'. 

Die Abstände (OA) und (OA') mögen mit 
a und a bezeichnet werden: 

(i) «-(OA) und a'-(OA'); 
ferner werde gesetzt: 

Beiläufig bemerkt, besitzt alsdann der 
Flächeninhalt O des Ovals den Wert: 

(3) 0 ~f[2 (« + «')'+(« -«')•]. 

Bezeichnet man also die Gesamtmasse der von dem Oval umgreni- 
ten homogenen materiellen Fläche mit M, so ist: 

( 4 ) M- t <D- ^[2 (« + «')' + («-«')'], 
wo t die konstante Flächendichtigkeit vorstellt. 



Q 
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Man markiere nun zwischen 0 und A einen Punkt der von 
0 den Abstand hat: 

(5) (OQ)- a -^- 

Alsdann wird das Potential V der materiellen OvalHäche in bezug 
auf irgend einen äußeren Punkt folgenden Wert besitzen: 

(6) ^-Mio g a)+M( 4 74 ) )iL log g. 

Hier bezeichnet A den Abstand des sollizitierten äußeren Punktes 
vom festen Punkte Q. Und v bezeichnet die von Q ausgehonde 
Richtung Qr\. 

Daß der hier in (6) für das Potential V gegebene Ausdruck 
mit jenen vorhin von mir gemachten Angaben in Einklang ist, 
übersieht man leicht. Denn der ersto Teil des Ausdruckes, nämlich: 

(7) Mlog(A) 

ist zu bezeichnen als das Potential eines in Q befindlichen einfachen 
Punktes von der Masse M. Und andrerseits wird der zweite Teil 
des Ausdruckes, nämlich: 

ra bezeichnen sein als das Potential eines in Q befindlichen Doppel- 
punktes vom Momente M^"-^^; wobei noch hinzugefügt werden 

kann, daß die Richtung dieses Momentes von Q nach A geht 1 ). 

Bemerkung. — Bei dem Bestreben, meine Untersuchungen 
auf Ovale auszudehnen, bei denen die Lage des Transformations- 
zentrums 0 im Innern der von Hause aus gegebenen Ellipse eine 
ganz beliebige ist, bin ich zu einer einfachen Formel für den Flächen- 
inhalt <t> eines solchen Ovals gelangt. Die Formel lautot: 

(9) <«> - * («* + «' + ß s + n . 

i) Ein materieller Doppelpunkt besteht aus zwei einander entgegen- 
gesetzten Massen — m und -}- m » deren gegenseitiger Abstand r un- 
endlich klein ist. Das Moment eines solchen Doppelpunktes ist bekanntlich 
dargestellt durch das Produkt mr. Ferner wird unter der Richtung 
dieses Momentes die Linie r zu verstehen sein, dieselbe fortlaufend ge- 
dacht von — m zu -f m. Ist, wie im vorliegenden Fall, der Wert des 
Momentes ein endlicher, so wird, weil r unendlich klein sein soll, der 
Wert von m unendlich groß zu denken sein. 



^6 C. Nkcmakn: Da» Log. Potential einer Ovalflächr. II. Abh. 

Hier bezeichnen «, a und ff, ß' diejenigen Segmente, welche das 
Oval abschneidet auf zwei durch 0 gehenden und zu den Haupt- 
achsen der Ellipse parallelen geraden Linien. 

Man denke sich nun, um zu einem spezielleren Fall überzu- 
gehen, den Punkt 0 gelegen aut derjenigen Ellipsenachse, welche 
durch die beiden Brennpunkte der Ellipse geht; so daß also die 
Segmente a und a in die Linie dieser Achse hineinfallen. Alsdann 
erhält man ein in bezog auf diese Achse sym metrisches Oval; so 
daß also z. B. ß — ß' sein wird; wodurch die Formel (q) über- 
geht in: 

(9a) + + 2/5»). 

Läßt man jetzt endlich, um den betrachteten Fall noch weiter 
zu spezialisieren, den Punkt 0 mit dem einen Brennpunkt koinzi- 
dieren, so wird, wie sich leicht ergibt , 2 ß a -f a sein ; wodurch 
alsdann die Formel (ga) übergeht in: 

(gb) ♦_-[««+«•»+; (« + «)»]; 

und diese Formel ist, wie man sofort übersieht, identisch mit der 
vorhin angewendeten Formel (3). 

Ist die von Hause aus gegebene Ellipse ein Kreis, so wird 
das durch die Methode der reziproken Radien entstehende Oval be- 
kanntlich ebenfalls ein Kreis sein. Demgemäß ergibt sich aus der 
Formel (9) ein (vielleicht neuer) Satz über den Kreis, der folgender- 
maßen lautet: 

Durch einen gegebenen Kreis seien gelegt irgend zwei zu- 
einander senkrechte gerade Linien; und zwar mag der Schnitt- 
punkt 0 dieser beiden Linien innerhalb des Kreises liegen. Als- 
dann wird der FUicln ninftalt <t> des Kreise* den Wert haben: 

(,o) 0,*( a i + ft 'i + / ji + j r > ); 

hier sind a, a und 0, $ die vom Kreise auf jenen beiden Linien 
abgeschnittenen Segmente. 

Einigermaßen überraschend dürfte sein, daß dieser Satz (10) 
auch dann noch gilt, wenn der Schnittpunkt 0 der beiden Linien 
außerhul-b des Kreises liegt. Alsdann werden allerdings zwei von 
den Segmenten or, a, ß, ß\ vielleicht auch alle vier imaginär. Aber 
die Formel (10) erweiset sich trotzdem als richtig. 

Druckfertig erklärt 14. II. 190«.) 
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Neunter Bericht der Erdbebenstation Leipzig. 

5i°2o'6" nördl. Br., 49 m 34 9 östlich von Greenwich. 

I. Die in Leipzig und Planen vom 1. Juli bis 31. Dezember 1907 
aufgezeichneten Seismogramme. 

IL Die in Leipzig vom 1. Juli bis 31. Dezember 1907 aufge- 
zeichneten p aleatorischen und sonstigen nicht seismischen Be- 
wegungen. 

Von 

Franz Etzold. 
Mit einer Tafel. 

Der vorliegende neunte Bericht der Erdbebenstation Leipzig 
umfaßt das Halbjahr vom 1. Juli bis 31. Dezember 1907 und ist 
den an dieser Stelle seit 1902 veröffentlichten acht vorhergehenden 
Berichten vollkommen entsprechend abgefaßt. Im zweiten Halbjahr 
1907 wurden durch Wiecherts Pendelseismometer in Leipzig 
57 Erdstöße aufgezeichnet, deren Epizentralgebiete, wie auch früher 
stets, über den ganzen Erdball verstreut sind. In Sachsen sind 
während der Berichtszeit zwar von Menschen keine Erderschütte- 
rungen wahrgenommen worden, wohl aber hat das wesentlich fein- 
fühligere Seismometer zwei solche verzeichnet, die sogar nach der 
Art, wie sie sich scharf mit dem weitesten Ausschlage aufzuzeichnen 
begonnen haben, in unmittelbarer Nähe vom Seismometerstandort 
stattgefunden haben dürften. Gegenüber diesen winzigen Erzitte- 
rungen haben mehrere der aufgezeichneten Erdbeben eine sehr be- 
trächtliche Schütterkraft entwickelt. So wurde am 1. Juli, 2. Sep- 
tember, 16. Oktober und 30. Dezember der Seismometerstandort 
durch aus großer Ferne kommende Erdbeben wellen stundenlang in 
Unruhe versetzt. Welche Energie die sie erzeugenden Erdstöße in 
ihren Epizentralgebieten entwickelt haben, wissen wir nicht, da sich 
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die letzteren augenscheinlich in unkultivierten Gegenden oder im 
Untergrunde des Ozeans befinden. Das größte Aufsehen durch 
verheerende Schütterstarke haben die Beben erregt, welche sich am 
21. Oktober in Turkestan und am 23. Oktober in Calabrien ereignet 
und in Leipzig in großer Schärfe aufgezeichnet haben. Die Seismo- 
gramme derselben sind auf der beigegebenen Tafel abgebildet wor- 
den, zum Vergleich wurde ihnen die seismometrische Aufzeichnung 
eines Erdstoßes beigefügt, der am 1. August schadlos in Ljubinje 
(Hcrzegovina) verlief (vgl. die Tafelerklärung S. 76 ). 

Die Unterbrechungen in der Beobachtung, die keiner mit nur 
einem Instrument arbeitenden Station erspart bleiben können, wur- 
den nicht durch das Seismometer selbst, sondern durch die Uhr und 
durch das Triebwerk für das Registrierpapier hervorgerufen. Sie 
konnten stets rasch behoben werden und umfassen die Zeit vom 
21. Juli I3 h 47 m bis 22. Juli 8 h 50 m , vom 17. August i2 h $2 m bis 
18. August n h 25 ro und vom 21. August 20 h 29™ bis 22. August Q h . 

Das kleinere in Plauen stehende Seismometer hat während 
der Berichtszeit ohne Unterbrechung funktioniert. Wie bereits oben 
angegeben, konnte es zwar seine eigentliche Bestimmung, vogtlän 
dische Erdstöße zu registrieren, noch immer nicht erfüllen, dagegen 
hat es im vergangenen Halbjahr 10 Teleseismogramme geliefert, 
und war mit einem derselben — dem vom 2. September — im- 
stande, die in Leipzig erhaltene unvollständige Aufzeichnung in 
ausgezeichneter Weise zu ergänzen. Diese Plauensche Registrie- 
rung vom 2. September läßt nicht nur die Haupt-, sondern auch 
die Vorphasen sehr genau erkennen und die nach ihr ermittelten 
Zeiten stimmen in befriedigendster Weise mit denen Überein, welche 
der Göttinger Wochenbericht angibt. 

I. Die in Leipzig and Planen vom 1. Juli bis 3*. Dezember 1907 anf- 

geieichneten Seismogramme (S. 61). 

In der tabellarischen Zusammenstellung sind folgende Abkür- 
zungen, welche denen der „Göttinger wöchentlichen Erdbebenbe- 
richte" entsprechen, angewendet worden: 

Charakter des Erdbebens. 

a) In bezug auf die Stärke seiner Aufzeichnung. 

I = merklich, 
II = auffallend, 
III - stark. 



Digitized by Google 



Nbi nteh Bericht dkk Ekdbebhnstatioh Lsipzio. 



b) In bezog auf die Lage des Herdes zum Beobachtungsort. 

d — Ortsbeben (terrae motus doraesticus), am Orte fahlbar. 

v = Nahbeben (terrae motus vicinus), unter ! ooo km. 

r = Fernbeben (terrae motus remotus), iooo — 5000 km. 

m = sehr fernes Beben (terrae motus ultimus), über 5000 km. 
Es bedeutet hiernach z. B. „Iu": Ein sehr fernes Erdbeben 
bat sich so aufgezeichnet, daß die Registrierlinien durch die seis- 
mischen Schwingungen merklich gewellt erscheinen, daß also die 
Schreibnadeln um Betrage von etwa 1 mm zur Seite geführt wor- 
den sind. 

Phasen. 

P » erste Vorläufer (undae primae). 
S = zweite Vorläufer (undae secundae). 
L =- Hauptbeben (undae longae). 

M =- besonders große Bewegungen im Hauptbeben (undae maximae). 
C - Nachläufer (coda). 

F — Erlöschen der sichtbaren Bewegung (finis). 

Art der Bewegung, 
i = Einsatz (impetus). 
e — allmähliches Auftauchen (emersio). 
Demnach bedeutet z. B. „Pi": Der erste Vorläufer setzt scharf 
mit einer Schwingung von meßbarer Größe ein, dagegen bedeutet 
„Ze": Die langen Wellen des Hauptbebens entwickeln sich all- 
mählich aus denen des zweiten Vorläufers (&), so daß man keine 
scharfe Abgrenzung zwischen beiden Phasen machen kann. 

Maße der Schwingungen. 

T bedeutet die Periode oder die doppelte Schwingungsdauer, 
dieselbe wird nach Sekunden angegeben. 

A ist die Amplitude der Erdbewegung (Maß der wirklichen 
Bodenbewegung am Standorte des Seismometers), gerechnet von 
einer Seite zur anderen. Ans ist die Amplitude für die Nordslid* 
Komponente, Aow die Amplitude für die Ostwestkomponente. Als 
Grundmaß dient hier das Mikron (p) = 0,001 mm. 

II. Die in Leipzig vom 1. Juli bis 31* Dezember 1907 aufgezeichneten 
pnlsatori8ehen nnd sonstigen nicht seismischen Bewegnngen. 

In Tabelle II, S. 75, sind die Amplituden (A) und Perioden 
{T) der während der Berichtszeit vom Leipziger Seismometer auf- 
gezeichneten pulsatorischen Bewegungen zusammengestellt worden. 
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Wie in den früheren Berichten beziehen sich diese Angaben auf 
die Nachtstunden, auf die sieb, wie bereits hervorgehoben (diese Be- 
richte 1907, S. 29), jene schwachen, meist langandauernden und 
gleichmäßigen Bewegungen an vielen Tagen beschränken. Erlangen 
dieselben jedoch größere Energie, so halten sie auch tagsüber an. 
Dies war während des 2. Halbjahrs 1907 der Fall am 20. Sep- 
tember (T6, i 1 — 2(i), am 17. — 19. Oktober, am 14. bis 16. 
und 19. — 23. November, am 3., 4., 9. (A bis 5^), 18. — 24., 27. 
und 28. Dezember. 

Wiederholt hat sich auch der Wind in störender Weise be- 
merklich gemacht, mehrmals vielleicht sogar Erdbebenaufzeichnungen 
vorgetäuscht. Eine Gewitterböe hat sich am 7. Juli sehr schön 
aufgezeichnet. Am 14. und 18. Juli waren die durch Sturm her- 
vorgerufenen Gebäudeschwankungen so stark, daß ihre Aufzeich- 
nung die von etwaigen seismischen Wellen bewirkte vollkommen 
verwischt haben würde (für den ersteren Tag melden die Göttinger 
Wochenberichte die gleiche Erscheinung). Am 1 9. Juli verursachte 
Wind bei der NS.-Komponente eine recht seismogrammähnliche 
Zeichnung. Gleiches geschah am 14. Dezember früh von 8 h 10™ 
an, wo sich bei der OW.-Komponente gleichzeitig kurze Schwin- 
gungen {T = 1 sek.) bemerkbar machten. Für am 6. Juli, 15. Au- 
gust und 1 5. Oktober registrierte Wellenbewegungen muß es schließ- 
lich dahingestellt bleiben, ob sie seismischer Natur oder auf Wind 
zu beziehen sind. 

Die durch die Kirchtürme beim Läuten der Glocken verur- 
sachten Bodenschwingungen (vgl. diese Berichte 1904, S. 304) 
ließen sich bis in den Winter hinein stets deutlich auf den Registrier- 
streifen erkennen. Sie traten noch sehr klar am 23. und 24. De- 
zember hervor, waren aber in der Sylvesternacht auffallend schwach, 
da mittlerweile Frost eingetreten war, der sie, wie 1. c. bemerkt, 
zeitweise zum völligen Verschwinden bringt. 

Am 30. Dezember fand in Sedlitz bei Bilin eine große Felsen- 
sprengung statt, auf die Herr Prof. Spitaler (Prag) aufmerksam 
machte. Obwohl aber 400 kg Sprengstoff in einer Kammer zur 
Verwendung kamen , hat weder das Seismometer in dem 1 1 5 km 
von Sedlitz entfernten Plauen, noch das in dem 1 30 km entfernten 
Leipzig eine Spur verzeichnet. 
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Tabelle II. 

Die in Leipzig vom i. Jnli bis 31. Dezember 1907 aufgezeichneten 
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Tafelerklärung. 

Die Figuren der Tafel wurden, wie in den früheren Berichten, 
erhalten, indem direkt von den betreffenden Registrierstreifen photo- 
graphische Abzüge genommen, die seismischen Linien mit der Feder 
nachgezogen, alles übrige abgewaschen und die so gewonnenen Bil- 
der photographisch auf den Stein übertragen wurden. 

Die Zeitangaben sind an auf mitteleuropäische Zeit korrigier- 
ten Minutenmarkierungen eingetragen worden. 

P bedeutet, wie in den vorstehenden Tabellen, die ersten Vor- 
läufer, 

S die zweiten Vorläufer, 

L das Hauptbeben. 

Die gemessenen Wellen (vgl. die Tabellen) sind durch kleine 
Kreuze (**) kenntlich gemacht worden. 

Fig. i. Leipziger Seismogramme des Erdstoßes von Ljubinje 
(Herzegovina) vom i. August 19OJ. Vorläufer, Hauptphase und 
Anfang der Nachläufer. 1* Aufzeichnung der Nordsüdkomponente, 
i b der Ostwestkomponente. Von den ersten Vorläufern ist nur bei 
der NS.-Komponente eine schwache Spur zu erkennen, die zweiten 
Vorläufer setzen scharf mit kurzen, etwas kräftigeren Schwingungen 
ein und gehen nach einer Minute in die Hauptphase über, welche 
nach 0,75 Minuten ein recht kräftiges Maximum und weiterhin 
mehrere, wesentlich schwächere aufweist. In den Nachläufern 
machen sich bald die kurzen, durch einen vorüberfahrenden Wagen 
verursachten Schwingungen störend bemerklich (vgl. Tabelle I, 
No. 15. S. 64). 

Das Epizentrum dieses Bebens, dessen Seismogramme wegen 
ihres Vergleichs mit denen des calabrischen vom 23. Oktober 1907 
reproduziert worden sind (siehe unten), ist 1000 km von Leipzig 
entfernt. 

Fig. 2. Leipziger Seismogramme der Erdstöße in Turkestan 
am 21. Oktober ipoy. 2* Aufzeichnung der Nordsüdkomponente, 
2 b der Ostwestkomponentc. Die Seismogramme beginnen mit sehr 
kräftigen Ausschlägen, denen kurze Schwingungen übergeordnet 
sind. In den Vorläufern sind mehrere kriiftige Einsätze vorhanden, 
die Hauptphase ist von den Vorläufern nicht scharf abgehoben und 
besteht aus Gruppen von allmählich schwächer werdenden Wellen. 
Letztere besitzen noch beträchtliche Energie, da ordnen sich ihnen 
die raschen Vorläufer eines weiteren Erdstoßes über, dessen WeUen 
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die ausklingenden des ersten Bebens stören. Den ersten sich be- 
merkbar machenden Vorläufern dieses zweiten Stoßes folgen nach 
18 Minuten deutlich hervortretende Maxiraa. Wenn die letzteren 
annähernd dem Beginn der Hauptphase entsprechen, dürfte der 
zweite Stoß in etwas größerer Entfernung stattgefunden haben als 
der erste, bei dem die Hauptphase nur 13 Minuten nach den Vor- 
läufern erschien. Jedenfalls spricht aber die Gleichartigkeit der 
Aufzeichnung beider Stöße dafür, daß dieselben, wenn auch viel- 
leicht nicht demselben Herd, so doch der gleichen Herdlinie ange- 
boren (vgl. Tabelle I, No. 40 und 41, S. 70). 

Das epizentrale Gebiet dieser kräftigen Erdstöße befindet sich 
in Turkestan, wo dieselben an vielen Orten gefühlt wurden, in 
Karadag aber bedeutende Bergstürze verursacht haben, durch die 
viele Tausende von Menschen umgekommen sein sollen. Die Stöße 
gehören also jenem großartigen Schüttergebiet an, in dem am 
22. August 1902 Kaschgar, am 16. Dezember desselben Jahres 
Andischan vernichtet wurden, in dem ferner außer vielen schwäche- 
ren das gewaltige Erdbeben vom 22. Dezember 1906 stattgefunden 
bat und in dessen östlicher Fortsetzung in der mongolischen Wüste 
die Gebiete liegen, in denen am 9. und 23. Juli 1905 die stärksten 
bis jetzt überhaupt in Leipzig registrierten Erdbeben sich abgespielt 
baben (diese Berichte 1906, S. 93—96). Bei allen diesen Beben 
dürfte es sich um Anbrüche handeln, welche in den von Westen 
nach Osten, also fast in der Richtung des Himalaja verlaufenden 
Kettengebirgen Zentralasiens, fern von allen bekannten Vulkanen 
vor sich gehen. Bemerkenswert für diese nach alledem rein tekto- 
nischen Erschütterungen ist es, daß nun schon zum dritten Male 
durch eine solche eine weitere ausgelöst worden ist. Es folgte näm- 
lich am 22. August 1902 auf den ersten heftigen Stoß in Kasch- 
gar nach 67 Minuten ein zweiter. Ferner vollendete am 16. De- 
zember desselben Jahres ein nach 57 Minuten dem ersten folgendes 
Beben die Verwüstung von Andischan und am vergangenen 2 1 . Ok- 
tober endlich löste die erste Erschütterung bereits nach 2 1 Minuten 
eine zweite aus. 

Fig. j. Leipziger Seismogramme des Calabrisclien Bebens 
vom 2j. Oktober ipoy. 3 tt Aufzeichnung der Nordsüdkoraponente, 
3 b der Ostwestkomponente. Die Seismogramme bestehen aus deut- 
lichen, raschen Vorläufern, denen nach 4 Minuten eine verhältnis- 
mäßig sehr schwache Hauptphase folgt (vgl. Tabelle I, No. 42, 
S. 7i). 
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Nach einem Berichte der französischen Wochenschrift „Illu- 
stration" hat dieses neueste calabrische Beben von derselben Stelle 
seinen Ausgang genommen wie das furchtbare vom 8. September 
1 905, hat sich auch in gleicher Weise über Catanzaro, Monteleone, 
Pizzo, Tropea und Reggio ausgebreitet und besonders schwer Branca- 
leone, Bruzzano, vor allem aber Ferruzzano betroffen. Bei dieser 
Gleichartigkeit beider Beben und bei der den Beschreibungen nach 
auch gleichen Schütterstärke beider im Epizentralgebiet fallt es 
sehr auf, wie geradezu dürftig die hiesigen Seismogramme vom 
23. Oktober 1907 gegenüber denen vom 8. September 1905 (vgl. 
diese Berichte 1906, Tafel I und S. 58) sind. Maßen von fast 
1000 fi in der Hauptphase von 1905 stehen solche von nur 37 fi 
in der vom vergangenen Jahr gegenüber. Der Vergleich der Seis- 
mogramme der calabrischen Erdbebenkatastrophe mit denen des 
schadlos verlaufenen Stoßes von Ljubinje (siehe oben) zeigt, daß 
die Hauptphasen beider in Leipzig fast genau die gleiche Intensität 
besessen haben. 

Erdbebenstation des paläontologisch-geologischen Institutes Leipzig. 

13. Januar 1908. 
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SITZUNG VOM 24. FEBRUAR 1908. 



Herr Kraus« trägt vor: „Über Gelenksy steine". 

Herr Neumawn übergibt fflr die Berichte eine Abhandlung über: „Einige 
Äußerungen C. G. J. Jaoobis über die Prinzipien der analytischen 
Mechanik". 

Herr Flechsig trägt vor: „Über die Reihenfolge, in der sich die Leitungs- 
bahnen im Gehirn entwickeln". 

Herr Garten übergibt für die Berichte eine Abhandlung: „Der durch 
den konstanten Strom im Nerven des Kaltfrosches ausgelöste Er- 
regungsvorgang ist diskontinuierlicher Natur". 

Die Klasse bewilligt zur Unterstützung der luftelektrischen For- 
schungen einen einmaligen Beitrag von 11 00 Mark. 
Geschäftliche Mitteilungen. 
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Einige Äußerungen C. G. J. Jacobis 
Aber die Prinzipien der analytischen Mechanik. 

Zusammengestellt von 1 ) 
C. Neumann. 

i 

§ i. ' j 

Über die allgemeine Formel tob Lagrangb und deren Entstehung 
ans dem Satz der virtnellen Verdickungen 
nnd ans dem d'ALBMBBirrscnen Satz. 

Der Satz der virtuellen Verrückungen und der d'ÄLEMBEKT- 
sche Satz repräsentieren diejenigen beiden Stützpunkte, von denen 
aus Lagrange zu seiner allgemeinen Formel gelangte: 

(L.) J-[(mj;f-x)dx + (m^-r)* y+ (m|f-2)^]=o. 

I 

Diese Behauptung entspricht vollständig den von Lag hange 
selber gemachten Angaben. [Vgl. die „Analytische Mechanik von 
Herrn Lagrange", übersetzt von F. W. A. Mukuard, Göttingen, 
1797, daselbst S. 186. Ferner vergleiche man die von Beutrand 
redigierte dritte Edition der „Mecanique analytique", Paris, 1853, 
tome l, pag. 223, 224.] 

Es ist daher Dicht ganz richtig, die allgemeine Formel (L.) 
geradezu als den d'ALEMBEirrschen Satz zu bezeichnen. 

Der d'ALEMüERTsche Satz ist keineswegs mit jener Formel (L.) 
identisch. Vielmehr ist derselbe nach Lagrange [1. c. tome 1 , pag. 223] 
folgendermaßen auszusprechen: „Si Von imprime d plusieurs corps 
des mouvcments qu'ils soicnt forct's de changir d cause de leur action 
mutucUe, il est clair qu'on peut regarder ces mouvcments comme com- 
poses de ceux que les corps prendront rc'eüemetü, et d'autres mouce- 

1) Schon früher, im Jahre 1869, ist vom Verfasser auf einige der 
hier zusammengestellten JAcomscben Urteile hingewiesen worden. VgL 
diese Berichte, 1869, Seite 257 (Note). 
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- 

ments qui sonf däruits ; d'ou ü mit que ces demiers doivent äre 
tds, que Us corps animes de ces seuls mouvements se fasseni dqui- 
libre." 

Dieses d'ÄLEMBERTSche Prinzip — so fährt Lagrange fort — 
liefere nicht unmittelbar die für die Lösung des dynamischen Pro- 
blems erforderlichen Gleichungen, gestatte aber, dieselben abzuleiten 
aus den Gleichgewichtsbedingungen. Kombiniere man z. B. dieses 
d'ALEMBERTSche Prinzip mit den gewöhnlichen Prinzipien des Gleich- 
gewichts des Hebels oder der Zusammensetzung der Kräfte, so könne 
man in solcher Weise sofort hingelau gen zu den Gleichungen der zu 
untersuchenden Bewegung ; , und ebenso könne man schließ- 
lich die allgemeine Formel der Dynamik [d. i. die obige Formel (L.)] 
dadurch erhalten, daß man das d' Al embe RTSche Prinzip kombiniere 
mit der allgemeinen Formel der Statik [d. i. mit dem Prinzip der 
virtuellen Verrückungen], [1. c. tome i, pag. 223 — 225]. 

Es war vielleicht nur ein kleiner Schritt erforderlich, um von 
dem Satz der virtuellen Verrückungen und vom d'AxEMBERTSchen 
Satze aus zu jener allgemeinen Formel (L.) zu gelangen. Aber dieser 
Schritt, so klein er auch war, ist nicht von d'AiiEMBERT selber, son- 
dern erst vierundzwanzig Jahre später von Lag ränge getan worden. 
So entsteht häufig in den mathematischen Wissenschaften das Aller- 
wichtigste aus scheinbar ganz kleinen Schritten. 

Die betreffenden Äußerungen Jacobis. 

Die allgemeine Lag rang Esch e Formel (L.) ist identisch mit 
jener „symbolischen Formel 11 , welche Jacgbi, in einer in Königsberg 
gehaltenen Vorlesung, seinen Betrachtungen zugrunde legte. Jacobi 
bemerkt daselbst ausdrücklich, er wolle jene Formel nicht zu be- 
weisen suchen; vielmehr wolle er dieselbe als „ein Prinzip ansehen, 
welches zu beweisen nicht nötig ist". Jacobi fügt hinzu: „dies sei 
die Ansicht vieler Mathematiker, namentlich auch die von Gauss". 
[Jacobis Vorlesungen über Dynamik, herausgegeben von Clebsch, 
1866, daselbst Seite 15. Vgl. übrigens auch Seite 54, 55]. 

Viel eingehender, als in dieser von Jacobi zu Königsberg im 
Wintersemester 1842/43 gehaltenen Vorlesung, sind übrigens die 
allgemeine Formel (L.), sowie auch ihre beiden Stützpunkte, näm- 
lich der Satz der virtuellen Verrückungen und der d'ALEMBERTsche 
Satz von Jacobi besprochen worden in einer von ihm im Winter- 

6* 
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Semester 1847/48 in Berlin gehaltenen Vorlesung, die bis jetzt leider 
nicht gedruckt ist, deren Inhalt mir aber bekannt wurde durch ein 
Vorlesungsheft, welches von meinem Kollegen Scheibker (einem da- 
maligen Zuhörer Jacobis) ausgearbeitet ist, und dessen Durchsicht 
mir gütigst gestattet war. 

Während jene Königsberger Vorlesung fast ausschließlich nur 
die Darlegung und Vervollkommnung der in der Mechanik anzu- 
wendenden analytiscJien Methoden zum Gegenstande hat, zeichnet 
sich die soeben genannte Berliner Vorlesung aus durch eine Kritik 
der eigentlichen Fundamente der Mechanik, wie sie scharfer wohl 
kaum gegeben werden kann. 

§ 3- 

Fortsetzung. Über den Satz der virtuellen VerrticknBgen. 

Was den Satz der virtuellen Verrückungen anbelangt, so dürften 
gegen die bis jetzt versuchten Beweise (Jacobi spricht immer nur 
von den „vermeintlicficn" Beweisen) der Hauptsache nach folgende 
Argumente geltend zu machen sein: 

1 . Handelt es sich um ein System materieller Punkte, welches 
in seiner Beweglichkeit beschrankt ist durch eine gegebene Be- 
dinf/unfjsgleicknnf/ , so pflegt man den Satz der virtuellen Ver- 
rückungen in der Art zu beweisen, daß man zunächst diese Glei- 
chung ersetzt durch eine geeignete materielle Verbindung der Punkte. 
Hinter diesem Verfahren aber verbirgt sich, wie Jacobi mit Recht 
hervorhebt, ein gewisser, nicht weiter zu beweisender Grundsatz, 
nämlich das Prinzip, daß eine solche materielle Verbindung — un- 
beschadet ihrer Wirksamkeit — ersetzt werden dürfe durch jede 
andere materielle Verbindung, falls nur beide auf dieselbe Gleichung 
führen. [So ungefähr drückt Jacobi sich aus in der von Scheibner 
ausgearbeiteten Vorlesung.] 

2. Wollte man, um ein derartiges Prinzip zu vermeiden, ge- 
radezu die gegebene Bedingungsgleichung zur Grundlage der Unter- 
suchung machen, ohne sie zuvor durch eine passende materielle Ver- 
bindung der Punkte ersetzt zu haben, so würde man, wie Jacobi 
[in der von Scheibner ausgearbeiteten Vorlesung] bemerkt, das 
mechanische Problem zu lösen ganz außer stände sein. — Soll z. B., 
um den einfachsten Fall ins Auge zu fassen, ein Punkt m(x,y,z) 
gezwungen sein , einer gegebenen Gleichung f {x, y, s) — o zu ge- 
horchen, und sind überdies irgendwelche auf den Punkt einwirkende 
Kräfte X, Y, Z, sowie auch sein Anfangszustand, gegeben, so zeigt 
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sich, daß diese Data nicht ausreichend sind, um, auf sie gestützt, 
den Ort des Punktes für einen gegebenen späteren Zeitaugenblick 
bestimmen zu können. Denn zur Ermittlung des gesuchten Ortes 
ist eigentlich nur eine Vorschrift vorhanden, d. i. die Gleichung 
/"(x,y, z) — O; die fernere Vorschrift, daß gegebene Kräfte X, Y, Z 
den Punkt sollizitieren sollen, gibt gar keinen weiteren Aufschluß 
weil sie etwas ganz Heterogenes besagt, — es sei denn, daß die 
Kraft« X, Y, Z schon von selber den Punkt so zu bewegen bestrebt 
sind, wie es jene Gleichung verlangt. Demgemäß ist [so ungefähr 
lauten Jacobis Worte] die Aufgabe nicht lösbar, solange nicht ir- 
gend ein Prinzip adoptiert wird, nach welchem jene beiderlei Be- 
wegungsvorschriften miteinander zu kombinieren sind. 

§4- 

Fortsetzung. Über den d'Ai.EMBERTsehen Satz. 

Was andererseits den d'AiiEMBERTScben Satz anbelangt, so ist 
folgendes zu bemerken. 

i. Wegen der in dem System vorhandenen Verbindungen können 
die einzelnen Massenpunkte des Systems den auf sie einwirkenden 
Kräften nicht unmittelbar Folge leisten. Um nun unter so be- 
wandten Umstanden die eintretende Bewegung zu ermitteln, pflege 
man — sagt Jacobi — unwirksame Kräfte, d. i. solche Kräfte hin- 
zuzufügen, deren Wirkung durch die im System vorhandenen Ver- 
bindungen zerstört wird; und nach Hinzu fügung derartiger Kräfte 
pflege man alsdann das System als ein System von Punkten anzu- 
sehen, deren jeder völlig frei beweglich ist. — Dieses Verfahren sei 
aber als ein „Prinzip' 4 anzusehen. Aus diesem Prinzip ließen sich 
dann allerdings die in der Mechanik üblichen Formeln ableiten. — 
So ungefähr lauten Jacobis Worte [in der CLEBSCHscben Edition, 
Seite 54, 55 j; und wenn Jacobi in solchem Zusammenhang des 
Wortes „Prinzip" sich bedient, so soll das offenbar heißen, das in 
Rede stehende Verfahren sei, nach seiner Ansicht, ein in der Luft 
schwebendes, nicht weiter beweisbares, oder wenigstens nicht weiter 
bewiesenes. 

2. 1 ) Besonders schweren Bedenken dürften übrigens die An- 



1) Dieser Teil 2. des gegenwärtigen Paragrapbs ist vom Verfasser 
des vorliegenden Aufsatzes hinzugefügt. Übrigens darf nicht unterlassen 
werden, darauf aufmerksam zu machen, daß auch von Jacobi über diesen 
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wendung des Satzes der virtuellen Verrückungen, sowie auch die 
Anwendung des d'ALEMBERTSchen Satzes in solchen Fällen unter- 
liegen, in denen das betrachtete materielle System irgendwelchen 
mit der Zeit behafteten Bedingungsgleichungen unterworfen ist. Es 
liegt klar zutage, daß die hier vorliegenden Schwierigkeiten und 
Unsicherheiten den Mathematiker in die peinlichste Verlegenheit 
bringen. Würde doch auch sonst ein so hervorragender Mathe- 
matiker wie Lindem ann nicht so viel Zeit und Scharfsinn darauf 
verwendet haben, um mittelst neuer und sehr künstlicher Konstruk- 
tionen, kurz mittelst neuer Hypothesen, durch diese Schwierigkeiten 
hindurch sich einen Weg zu bahnen. [Vgl. Lindemanns Aufsatz in 
den Berichten der Münchener Ak. d. Wiss., 1904, Heft 1, Seite 88.] 

§ 5.') 

Sind die in den vorigen Paragraphen erwähnten Ungereimtheiten 
und Schwierigkeiten wirklich ^vorhanden? 

Sie sind wirklich vorhanden, sobald man zwischen den Ko- 
ordinaten der materiellen Punkte oder auch zwischen diesen und 
der Zeit ganz beliebige Bedingungsgleichungen sich auszudenken 
erlaubt, unbekümmert darum, ob diese Bedingungsgleichungen in 
der Natur wirklich vorkommen oder nicht. 

Betrachtet man aber die analytische Mechanik als einen Teil 
der Physik, und beschränkt man sich demgemäß auf diejenigen Be- 
dingungsgleichungen, die in der Natur wirklich anzutreffen sind, so 
dürfte man wohl alle Schwierigkeiten, welche diese Gleichungen mit 
sich bringen, dadurch zu vermeiden imstande sein, daß man diese 
Gleichungen durch diejenigen Kräfte ersetzt, durch welche sie her- 
vorgebracht werden. — Dieser Weg zur Beseitigung der in Bede 
stehenden Schwierigkeiten ist keineswegs neu. Jedenfalls ist der- 
selbe schon im Jahre 1866 von Delaunay [in seinem ausgezeich- 
neten Werke: Tratte de Mccanique rationelle, Paris, 1866] angedeutet, 
und, wenigstens in einzelnen Fällen, in völlig klarer Weise durch- 
geführt worden. 

Punkt sehr beachtenswerte Äußerungen vorliegen [in der ÜLEBscHschen 
Edition auf Seite 5b, 57]. Doch dürfte es zu weit führen, auf jene 
JxcoBiachen Bemerkungen hier naher eingehen zu wollen. 

1) Dieser letzte Paragraph ist als ein Zusatz des Verfassers an- 
zusehen. 

Dnxekfertig erklärt 21. III 1908.] 
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Der durch den konstanten Strom im Nerven 
des Kaltfrosches ausgelöste Erregungsvorgang 
ist diskontinuierlicher Natur. 

Von 

S. Garten. 

Mit einer Tafel. 

Seitdem durch Buohanan 1 ) und den Verf.*) nachgewiesen worden 
war (1901), daß bei sehr verschiedenartigen Reizen, die den Muskel 
direkt oder indirekt in eine anhaltende Erregung versetzen, dieser 
den Reiz mit einer Reihe von rhythmischen Erregungsvorgängen be- 
antwortet, lag es nahe anzunehmen, daß auch anderen protoplasma- 
tischen Gebilden solche rhythmische Fähigkeiten innewohnen. Ins- 
besondere erschien es von Interesse, festzustellen, ob in der als 
Leitungsorgan weitgehend differenzierten markhaltigen Nervenfaser 
Reste jener vielleicht allen lebendigen Protoplasten eigenen rhyth- 
mischen Fähigkeit vorhanden sind. In diesem Falle würde jene Fähig- 
keit, auf einen kontinuierlichen Reiz mit diskontinuierlichen Erregungen 
zu antworten, nur unter besonders günstigen Umständen hervortreten, 
nämlich nur dann, wenn ein kontinuierlicher Reiz wie der konstante 
Strom, nach Aussage des Erfolgsorganes eine sogenannte Dauer- 
erregung hervorbringt. Für den durch den konstanten Strom er- 
zeugten Schließungstetanus war vom Verf. bereits nachgewiesen'), 
daß die Durchströmung einer Nervenstrecke mit dem konstanten 
Strom einen Erregungsvorgang auslöst, der im Muskel zu langen 
Reihen der typischen Muskelrhythmen von zirka 9<7 8 ) Dauer Ver- 

1) Bucharan, the electrica! response of muacle in diflerent kinde 
of persistent contraction. Journ. of Physiol. Vol. XXVTJ. N. 1 u. 2. 1901. 

2) Gasten, Über rhythmische elektrische Vorgänge im quergestreiften 
Skelettmuskel. Abh. d. kgl. Sache. Ges. d.W., math.-phys. Kl. Bd. XXVI. 190 1 . 

3) Nach Beobachtungen an Herbstfröschen bei Zimmertemperatur. 
B*»i niederer Temperatur werden die einzelnen Perioden ganz außer- 
ordentlich verlängert. 
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anlassung gibt. Auch Buchanan hatte das analoge Verhalten des 
Muskels bei der Öffnungserregung nach Durchströmung eines Nerven- 
stückes mit aufsteigendem Strom beobachtet 

Burdon -Sanderson *) teilte bereits im Handbuche von Schäfer 
eine Abbildung des Schließungstetanus (vom Nerven aus) mit, bei 
der in der Kapillarelektrometerkurve zum Beginn der dauernden 
negativen Schwankung des Muskels eine große Reihe von Wellen 
hervortrat, deren Dauer nach seiner Abbildung sich auf etwa io<y be- 
rechnen ließ. Wie sich hierbei nun aber der Erregungsvorgang im 
Nerven selbst vollzieht, konnte bisher nicht festgestellt werden. Da der 
Muskel bei direkter Reizung sowohl mit dem konstanten Strom, als 
auch mit außerordentlich frequenten Induktionsströmen stets mit 
seinem eignen Rhythmus antwortet (vgl. Büchanan bzw. Garten), so 
war aus der elektrischen Reaktion des Muskels im Schließungstetanus 
vom Nerven aus über den imNerven selbst sich abspielenden Erregungs- 
vorgang nichts zu ermitteln Ebensowenig dürfte man aber auch be- 
rechtigt sein,au8 den Beobachtungen Buch anans, daß die Rückenmark - 
Zentren des strychninisierten Frosches rhythmische Erregungen von 
einer Periode von */ lt Sekunde hervorbringen, den Schluß zu 
ziehen, daß auch den Achsenzylinderfortsätzen der zentralen Ganglien- 
zellen die gleiche Fähigkeit innewohne. 

Zuletzt hat Boruttau*) versucht, den Schließungs- und öffnungs- 
( Ritt er sehen) Tetanus am Nerven mit Hülfe des Kapillarelektrometers 
zu verfolgen. Das Ergebnis seiner Versuche, das er auch durch zwei 
Abbildungen (Fig. 69 und 70) wiedergibt, sei mit seinen eignen Wor- 
ten angeführt. „Rhythmische, oder auch nur unregelmäßige Schwan- 
kungen, welche den Charakter der Muskelkontraktion als „Tetanus 14 
motivierten, sind besonders deutlich hier nicht zu erkennen, indessen 
beweist dies wohl nichts gegen die jetzt allgemein angenommene, 
durch Engelmann, Biedermann u. a. begründete Erklärung des Öff- 
nungstetanus, indem derselbe dadurch entstehen soll, daß der sekun- 
däre Katelektrotonus an der vorherigen Anode die Erregbarkeit des 
Nerven derartig steigert, daß im Nerven beständig vorhandene, sonst 
aber unterhalb der Reizschwelle bleibende Vorgänge nunmehr für 

1) Burdoh-Sandkrbon, Textbook of Physiology, part. II. S. 425 u.426. 
1900. Herausgegeben von Schäfer. 

2) Bobi'ttau, Die Aktioüsetröme und die Theorie der Nervenleitung 
Ausführliche Abhandlung. 1. Hälfte. Die Erscheinungen am Nerven, 
Pflügers Arch. Bd. 84. 1901. 
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die Erregung wirksam werden: von diesen patenten Erregungsvor- 
gängen" ist in der Tat nicht zu erwarten, daß sie in den ver- 
schiedenen Nervenfasern an gleichgelegenen Punkten entstehen und 
sich synchronisch fortpflanzen; somit wird das Kapillarelektrometer 
sie im einzelnen auch nicht nach außen anzeigen können, höchstens 
ihre Summe in Gestalt einer dauernden „tonischen" Schwankung. 
Alles hier Gesagte gilt auch für den Schließungstetanus." Übrigens 
laßt sich vielleicht aus der einen Figur Boruttaus Nr. 69 für den An- 
fang des Üffhungstetanus andeutungsweise eine Diskontinuität im An- 
stieg der negativen Schwankung herauslesen, vorausgesetzt, daß nicht 
Ungleicbmäßigkeiten in der Bewegung der Schreibfläche im Spiele sind. 

Erst durch das von Einthoven konstruierte Saitengalvanometer 
erschien die Möglichkeit eröffnet, die kleinen, im Schließungstetanus 
vielleicht vorhandenen Diskontinuitäten zu erkennen. Unter Benutzung 
des großen Elektromagnet-Saitengalvanometers, wie es von Edelmann 
geliefert wird, gelang es mir in der Tat, derartige Oszillationen fest- 
zustellen. Die Zahl der Beobachtungen ist zwar gering, da zur jetzigen 
Jahreszeit mir nur verhältnismäßig wenig kräftige, einen guten Schlies- 
sungstetanus liefernde Kaltfrösche zur Verfügung standen Immer- 
hin halte ich die Haupttatsache auf Grund der unten zu beschreibenden 
Versuche für gesichert, daß nämlich am Nerven des Kaltfroschcs der 
Reie des konstanten Stromes einen diskontinuierlichen Erregungsvorgang 
im Nerven erzeugt. Alle weiteren Einzelheiten, inbesondere die Frage, 
ob auch beim Nerven des Warmfrosches unmittelbar nach der Schlies- 
sung vielleicht mehrere abortive Erregungswellen auftreten, lassen 
sich erst in einer günstigeren Jahreszeit sicher entscheiden. 

Die Versuche wurden in der Weise angestellt, daß von Längs- 
und Querschnitt unter Einschaltung einer Kompensationsvorrichtung 
der Demarkationsstrom zur Saite des Galvanometers abgeleitet wurde. 
Die Saite war in der Regel so stark gespannt, daß sie bei Eichungs- 
versueben gerade noch aperiodisch in die neue Gleichgewichtslage 
überging. Infolge der Erwärmung des Galvanometers durch den den 
Elektromagneten umkreisenden Strom läßt sich erst nach längerer 
Stromschließung eine konstante Fadenspannung erzielen. Gewöhn- 
lich habe ich mich darauf beschränkt, durch eine Eichuugskurve 
(Einschaltung einer bestimmten E. K. in den Stromkreis) nach einem 
gelungenen Versuch die Einstellungsgeschwindigkeit der Saite zu be- 
stimmen. Für die auf Tafel II Fig. 1—4 vorgenommenen Versuche 
erfolgte die Endeinstellung aperiodisch nach 4 " 5 / 171 Sekunde. Wurde 
det Faden weitergespannt, so daß die Endeinstellung bspw. in */ m 
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Sekunden eintrat, so ging die Saite von dem Moment der Strom- 
schließung ab in zirka l j m Sekunde nicht unbeträchtlich über die 
Gleichgewichtslage heraus. Es gilt diese Angabe nur für den vor- 
liegenden Fall, wo der Nerv, bzw. ein entsprechend großer Wider- 
stand sich im Stromkreis befindet. 

In Figur i — 4 ist ein Versuch an einem Nerven eines sehr guten 
Kaltfrosches wiedergegeben. Vor dem Versuch hatte der Nerv eine 
Stunde nach der Präparation in Ringer scher Lösung gelegen. Die 
am distalen Ende des Nerven befindliche Galvanometerstrecke betrug 
6,5 mm, die Zwischenstrecke 25 mm, und die Reizstrecke 7>5 mm - 
Letztere war vom proximalen Querschnitt noch 1 8 mm entfernt. Es 
wurde diese Anordnung gewählt, um mit dem am Querschnitt vor- 
handenen Demarkationsstrom den Versuch nicht zu komplizieren. Die 
Schließung des die Reizstrecke in absteigender Richtung durchsetzen- 
den konstanten Stromes wurde mit meinem elektromagnetischen Kon- 
taktapparat bewerkstelligt. *) Mit Hülfe der Eichungskurven, die ohne 
jede Veränderung mit demselben Kontakt aufgenommen wurden, ließ 
sich zunächst nachweisen, daß Diskontinuitäten durch Federungen 
am Kontakt sicher nicht vorhanden waren, vgl. auch die Eichungs- 
kurve Fig. 6 auf Taf. II. Der Moment des Stromschlusses ist bei den 
Reizungen mit dem konstanten Strom dadurch markiert, daß die untere 
Linie B die dicht darüber verlaufende Linie L schneidet. Der Mo- 
ment des Stromschlusses entspricht in Figur 1, 3, 5 und 6 dem Schnitt- 
punkt der unteren Konturlinie von R mit der unteren Konturlinie 
von L. Zur Zeitmarkierung dienen die mit meiner Stimmfeder*) 



1) Garten, vgl. Anm. 2 auf S. 1. 

2) Kürzlich hatte ich Gelegenheit zu entdecken, daß die von mir ins- 
besondere zur Ordinatenschreibung und photographischen Registrierung 
benutzte Stimmfeder (Zungenpfeife) auch schon in älterer Zeit von Grltt- 
mach zur Registrierung auf berußtem Papier angewendet wurde. Vgl. 
Stulino, Uutlines of practical Physiology 1895. S. 211. Diese auf Ver- 
anlassung von KaoNEcKKK ausgeführte Zeitregistrierung hat in neuerer Zeit 
wohl kaum mehr Verwendung gefunden, jedenfalls war mir und wohl auch 
manchem anderen diese Anwendung der Zungenpfeife unbekannt. Übrigens 
hebt Gkunmach in seiner eigenen Veröffentlichung (Ein neues Polygraphion. 
Verh.derBerl. Physiol.Ges., Du BoU-Reymonds Archiv 1880. S.439) hervor, 
daß sich der Ton trotz der Reibung auf berußtem Papier konstant hielt. 
Bei meiner Verwendungsart (photographische Registrierung) wird die 
Zuverlässigkeit der Zungenpfeife in Bezug auf die Tonhöhe nicht einmal 
auf eine so harte Probe gestellt. 
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geschriebenen Vertikallinien. Der Abstand einer jeden von der über- 
nächsten beträgt Y 171 Sekunde in allen Versuchen. 

Kurve i , Taf. II zeigt die negative Schwankung des Längs- 
querschnittsstromes bei einer Temperatur von + 3 Grad. Man er- 
kennt deutlich, daß nach der ersten steilen Welle der von der Saite 
geschriebenen Kurve S noch zwei weitere Wellen im absteigenden 
Kuiventeil folgen. Rechnet man als Intervall, in dem sich die 
Erregungen folgen, die Zeit vom Beginn der ersten bis zum Beginn 
der nächstfolgenden Welle (erneuter Anstieg der Kurve), so ergibt 
sich rar die beiden ersten Perioden 2,7 und 4,0 „Doppelskalenteile 1 * 
(zu je V m Sekunde). Rechnet man bei der dritten Kurve das Inter- 
vall bis zu dem entsprechenden Wendepunkt, so würde sich für die 
dritte Welle ungefähr 3,5 Skalenteile ergeben. Um diese, durch den 
konstanten Strom im vorliegenden Fall ausgelösten Erregungen auf 
Grund der elektrischen Erscheinungen mit einem einfachen Er- 
regungsvorgang zu vergleichen, wurde in Figur 2 (8 Minuten nach 
dem ersten Versuch) am gleichen Nerven und bei der gleichen Tem- 
peratur eine einfache negative Schwankung aufgezeichnet, wie sie 
bei Reizung mit einem einzigen öffhungsinduktionsschlag (Rollen- 
abstand 14 cm) erhalten wurde. Der Reizmoment entspricht hier, 
ebenso wie in der unten zu besprechenden Kurve 4, dem ersten 
scharfen Knick der Linie R. Ein Vergleich der Kurven 1 und 2 
zeigt, daß etwa */ 171 Sekunde lang, abgesehen von den absoluten 
GröBenwerten, der Kurvenlauf fast vollständig übereinstimmt. Wäh- 
rend aber nun nach dem Induktionsschlag die Saite relativ schnell 
in ihre alte Ruhelage zurückkehrt, treten in Figur 1 die oben be- 
sprochenen Oszillationen auf, nach denen freilich auch hier nach 
zirka W/ 171 Sekunde die Saite ihre Ruhelage nahezu erreicht hat. 
Mao würde demnach zu vermuten haben, daß es sich in Versuch 1 
um einen sehr unvollständigen Schließungstetanus handelt. Der 
Nerv wurde nun innerhalb von 1 2 Minuten auf 1 4 Grad erwärmt, 
ohne an seiner Lagerung auf den Elektroden irgend eine Änderung 
vorzunehmen, und jetzt wurde wieder mit der gleichen elektromoto- 
rischen Kraft (1 Daniell, 10 Ohm in Nebenschließung) gereizt. In 
diesem Falle (Fig. 3), wo allerdings die Stromstärke im Nerven ent- 
sprechend der Abnahme des Leitungswiderstandes bei der höheren 
Temperatur eine größere war, zeigte der Nerv eine viel länger an- 
haltende Dauererregung. So ist in Figur 3 am Schluß die Saite 
Doch 6 mm von der Ruhelage entfernt, und, wie direkte Beob- 
achtung ergab, blieb sie in analogen Versuchen, wie es bei einem 
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echten Schiießungstetanus auch nicht anders zu erwarten ist, wäb 
rend der ganzen Durchströmungszeit von der Gleichgewichtslage ab- 
gelenkt. Mißt man jetzt in der oben beschriebenen Weise die Länge 
der ersten drei, auch hier wieder deutlich sichtbaren Wellen, so 
finden sich, entsprechend der höheren Temperatur (Temperatar- 
steigerung um 1 1 Grad), wesentlich kleinere Werte, nämlich: 1,4, 
2,0, 2,0. Während sich bei Figur 1 2,7, 4,0, 3,5 Doppelskalenteile 
ergeben hatten. Die Verhältnisse der einzelnen Zeiten zueinander 
sind also nahezu die gleichen geblieben, nur wäre die Zeit als 
Ganzes auf etwa die Hälfte reduziert. Es würde diese Differenz der 
von Kanitz 1 ) für Deutung biologischer Vorgänge herangezogenen 
„RGT- Regel" entsprechen, nach der bei einer 10 gradigen Tempe- 
raturerhöhung die Reaktionsgeschwindigkeit verdoppelt bis verdrei- 
facht wird. Zum Vergleich ist bei höherer Temperatur — leider 
war inzwischen die Temperatur bis auf 1 7 Grad gestiegen *) — eine 
negative Schwankung nach Reizung mit einem einzelnen Induktions- 
schlag aufgenommen worden, vgl. Figur 4. Da in Figur 1 und 3, 
wie wohl kaum zu zweifeln ist, die gleichen Oszillationen nur in 
anderen zeitlichen Intervallen entsprechend der Temperaturänderung 
auftreten, so muß man es als ausgeschlossen ansehen, daß Versuchs- 
fehler, wie Eigenschwingungen der Saite oder gar ein Federn des 
elektromagnetischen Schließungskontaktes, in Betracht kommen. 
Letztere Möglichkeit war ja auch schon durch die Eichungskurve 
widerlegt (s. 0.). 

Von einem anderen Kaltfrosch stammt der Versuch 5. Der 
Nerv war hier */ 4 Stunde nach der Präparation bis auf 5,25 Grad 
abgekühlt worden. Auch hier werden ähnliche Oszillationen er- 
halten, von denen die ersten drei 1,9, 3,4, 2,0 Doppelskalenteile 
betragen. Entsprechend der höheren Temperatur im Vergleich zn 
Versuch Figur 1 scheinen sich die hier an den Oszillationen kennt- 

1) Aristides Kanitz, Biolog. Zentralbl., Bd. 27, S. 14 — 26, 1907, 
und Pflügers Arch., Bd. 118, 1907. Herr Dr. Dittlkr und Tichowboff 
werden in einer demnächst erscheinenden Mitteilung über die Muskel- 
rhythmen näher darauf eingehen, ob auch für diese die RGT -Regel gilt. 

2) Die Angaben über die höheren Temperaturen sind nur gatu 
ungefähre. Um möglichst bald am gleichen Nerven nach der Abküh- 
lung die negative Schwankung bei höherer Temperatur zu erhalten, 
war der Paraffinklotz, auf dem der Nerv und die Elektroden sich be- 
fanden, aus der Kühlkammer herausgehoben worden, und das Thermo- 
meter zeigte nur die Lufttemperatur direkt über der Paraffinplatte an. 
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lieben Erregungsvorgänge in etwas kürzerem Intervall zu folgen als 
bei dem Versuch von Figur i, wo ja die Temperatur nur 3 Grad 
betrug. Im vorliegenden Falle ist die Dauerablenkung ziemlich be- 
ständig und beträgt am Schluß der Kurve nahezu noch 4 mm. Die 
beistehende Eichungskurve 6 wurde hier, ohne auf die durch die 
Polarisation des Nerven bedingte Fehlerquelle Rücksicht zu nehmen, 
in der Weise gewonnen, daß die 9 mm lange Nervenstrecke, die bei 
Versuch 5 in den Galvanometerkreis eingeschaltet war, eingeschaltet 
blieb, und in den Stromkreis mit dem Kontaktapparat eine elektro- 
motorische Kraft von */ 1000 Daniell aufgenommen wurde. Bei der 
relativ langsamen Einstellung der in diesem Versuch nur schwach 
gespannten Saite wäre zu einer wirklichen Darstellung des Verlaufes 
des Aktionsstromes auf Grund der Figur 5 noch mehr als in den 
früheren Versuchrn eine Korrektion der Kurve notwendig, wie sie 
von Einthoven unlängst beschrieben wurde. Für die obige Frage: 
Ist der Erregungsvorgang im Schließungstetanus kontinuierlich oder 
diskontinuierlich, ist jedenfalls dieses mühsame Verfahren nicht 
erforderlich. Außer den beschriebenen Versuchen habe ich noch eine 
Reihe Experimente an anderen Eis- und Kellerfröschen und auch an 
Warmfröschen gemacht, erhielt aber nicht so deutliche Oszillationen 
wie in den angeführten Beispielen. In beistehender Tabelle seien 
die Fälle angeführt, bei denen ich Oszillationen erkennen konnte 
und die Länge der einzelnen Wellen abzuschätzen versuchte. 

Aus den angeführten Beispielen geht hervor, daß unter den 
Bedingungen des Schließungstetanus im Anfang die von der Saite 
geschriebene Kurve Oszillationen darbietet, die auf einen diskon- 
tinuierlichen Erregungsvorgang im Nerven hinweisen. Mit Zunahme 
der Temperatur werden die einander folgenden Wellen kürzer, doch 
ist die Folge der einzelnen Erregungen nach dem bisher vorliegen- 
den geringen Material keine streng rhythmische, d. h. die Perioden 
von Erregung zu Erregung haben verschiedene Werte. Daß nach 
kurzer Zeit die Oszillationen verschwinden und eine negative Dauer- 
schwankung an ihre Stelle tritt, dürfte unter der Voraussetzung 
leicht zu verstehen sein, daß die Oszillationen in den einzelnen 
Nervenfasern eine verschiedene Periode besitzen, so daß die resul- 
tierende Saitenbewegung sehr bald einem Mittelwert zustrebt. Unter 
diesem Gesichtspunkte erscheint es nicht ausgeschlossen, daß auch 
die ersten Oszillationen nicht den jeweilig maximalen Erregungs- 
vorgang aller, sondern nur einer Mehrzahl von Fasern entsprechen. 

Zum Schluß möchte ich auf folgende Sätze meiner früheren 
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Platten- 


Bezeichnung 
de« Präparat«! 


Tempe- 
ratur 


Starke der 
Reizung 


sillationen in 
Doppel. 
achwinRungen •) 


Be- 


8. II. 08. 

I. 


Eisfrosch 
(Nervus 
ischiadicus) 


5,25° 


1 D 100 Ohm 
Nebenschi. 


1,9 
3,4 

2,0 


vgl. Fig. 5 


II. 


do. 


4° 


1 D 1000 Ohm 
Nebenschi. 


2,0 
4,0 




III. 


do. 


4° 


do. 


2,2 
4,25 




- — TT _o 

19. 11. Oo. 

L 


do. 


4° 


• T"a • ä /"iV.. — 

1 v 10 Unna 
Nebenschi. 


3,5 
4,o 




m. 


do. 


3* 


I U IOOO vCID 

Nebenschi. 


3,75 
4,o 




XIV. 


Kellerfrosch 




1 D 100 Ohm 
Nebenschl. 


2,25 
2,6 




XVI. 


do. 


4° 


do. 


2,5 

4,5 




XVII. 


Eisfrosch 


3° 


do. 


2,7 

1,25 




xvm. 


do. 


5* 


do. 


2,2 

1,0? 

3,o 




XXII. 


do. 


3° 


iD 10 Ohm 
Nebenschi. 


2,7 

4,o 

3,5 ' 


vgl. Fig. 1 


XXIV. ! do. 

1 


14° 


do. 


M 

2,0 

2,0? 


vgl. hig. 3 


XXVIII. 


Wannfrosch 


4° 


do. 


2,75 
4,5 




XXIX 


do. 


14° 


do. 


»,55 

2,8? 




XXXI. 


Eisfrosch 


16,5 c 


do. 


1,25 

1,0 

i,5? 




XXXII. 


do. 

1 


17° 


1 D 100 Ohm 
Nebenschi. 


1,3 
1,0 





1) 1 Doppelschwingung = */,„". 
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Figur 3. 

Der gleiche Nerv, 
konstanter Strom, 
aber 7 - 14°. 



Figur 4. 

Desgleichen. 
Induktionsschlag 



T 



1 -° 



Figur 5, 

Anderer Nerv. 
Konstanter Strom 

r= 5,25. 



Figur 0. 

Einschaltung einer 
E.K. von 2, 1000D. in 
den Galvanometer- 
kreis. Nervenstrecke 
von q mui als Wider- 
stand eingeschaltet. 
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Arbeit hinweisen: „Im Hinblick auf die nervösen Zentralorgane läßt 
Hermann für die Nerven die Möglichkeit offen, daß konstante Ein- 
wirkungen im Nerven diskontinuierliche Vorgänge auslösen könnten. 
Die Beobachtungen Engelmanns am Ureter und die zahlreichen Be- 
obachtungen am Herzmuskel über die Einwirkung des konstanten 
Stromes, die Ergebnisse der Untersuchungen Herings und Bieder- 
manns an der quergestreiften Skelettmuskulatur, wie auch die oben 
mitgeteilten Tatsachen' 1 (Muskelrhythmen betreffend) „führen zu der 
Vermutung, daß die Fähigkeit, auf den konstanten Strom mit rhyüi- 
mischen Erregungen zu antworten, unkr den reizbaren Gebilden viel 
tceiter verbreitet int, als man bisher angenommen hatte**. Nach den oben 
mitgeteilten Beobachtungen dürfte nun diese Vermutung auch auf 
den Nervenstamm auszudehnen sein. Auf weitere theoretische Er- 
örterungen, die sich bei Betrachtung dieser obigen Ergebnisse auf- 
drängen, will ich erst eingehen, wenn ich an günstigerem Material 
im Spatherbst bzw. Winter weitere Beobachtungen angestellt habe. 

Erklärung der Abbildungen auf Taf. n. 

Sämtliche Figuren sind in % der nat. Größe reproduziert. 

Figur i. Negative Schwankung dea Längsquerschnittsstromes bei 
Schließung eines konstanten Stromes. Reizung mit i Daniell bei loOhm 
Nebenschließung. Nervus Ischiadicus eines Kaltfrosches. Galvanometer- 
strecke 6,5, Zwiachenstrecke 25, Reizstrecke 7,5 mm. T = 3 °. 

Figur 2. Wie in Figur 1, aber Reizung mit Induktionsschlag, 
ßa. 14 cm. T = 3°. 

Figur 3. Wie in Figur 1, aber T = 14 0 . 

Figur 4. Wie in Figur 1 , aber Reizung mit Induktionaschlag, 
Ra. 14 cm. T = 17 °. 

Figur 5- Negative Schwankung de8 Längsquerachnittaatromea bei 
. Schließung eines konstanten Stromes von 1 D bei 100 Ohm Neben- 
achließung. Nervus ischiadicus eines Kaltfrosches. Galvanometerstrecke 
9, Zwischenstrecke 25, Reizstrecke 5 mm, Temperatur 5,25°. 

Figur 6. Eichung durch Einschaltung einer EK von */ 1000 D. 
In dem Kreis befand sich die Nervenstrecke von 9 mm dea Ver8uchs 
Figur 5- Die Saite war relativ achwach geapannt 
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SITZUNG VOM 14. JANUAR 1908. 

Das Schließnngsproblem von Poncelet und eine 

gewisse Erweiterung. 

Von 
Karl Röhn. 

Poncelet bebandelt in seinem Traite des proprietes projectives 
des figures (Paris 1822, 2. Ausg. 1865 — 66) das Problem der n-Ecke, 
die gleichzeitig einem Kegelschnitt & 0 eingeschrieben und einem 
andern Kegelschnitt k t umgeschrieben sind, und findet, daß es ent- 
weder unendlich viele oder kein einziges derartiges w-Eck gibt. Er 
ging dann weiter dazu über «-Ecke zu betrachten, deren Ecken auf 
einem Kegelschnitt Äj, liegen, während (ti — 1) seiner Seiten (» — 1) 
Kegelschnitte Aj, Ä^, . . . k H _ 1 berühren, die mit k 0 einen Büschel 
bilden, und zeigte, daß dann auch die letzte Seite beständig einen 
Kegelschnitt k n des Büschels berührt. Poncelet geht dabei von 
Kreisen eines Büschels aus und verallgemeinert alsdann das Resul- 
tat in projektivem Sinne. Besonders fand das erstere Problem von 
verschiedenen Mathematikern eine weitere Behandlung, und zwar 
wurde es zumeist mit Hilfe elliptischer Funktionen gelöst. Hierher 
gehört unter anderen die Arbeit von Rosanes und Pasch (J. f. 
Math. Bd. 64, p. 126 — 166), die in einer späteren Note (.T. f. Math. 
Bd. 70, p. 169 — 173) zeigen, daß das Schließungsproblem mit einer 
zwei-zweideutigen Verwandtschaft zusammenhängt; ferner Halphen, 
Traite des fonctions elliptiques (Paris 1888, Bd. 2, p. 3 70 ff.). Cayley 
(Phil.Trans. i86i,p.225 — 239, und bereits früher Phil. Mag. 5 und 6) 
stellt die algebraische Bedingung für die Koeffizienten der Kegel- 
schnitte k 0 und fcj auf, damit solche /.* 0 eingeschriebene und kj um- 
schriebene n-Ecke existieren. Ferner hat J. Thomae (Leipz. Ber. 47 
(1895) p. 352 — 368) das allgemeinere Problem studiert, indem er 
die symmetrische zwei-zweideutige Verwandtschaft zu Grunde legt, 
wobei er nur von rein geometrischen Betrachtungen Gebrauch macht; 
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freilich wird der allgemeine Fall mittelst Kontinuitätsbetrachtungen 
erledigt. In den folgenden Untersuchungen bilden ebenfalls die 
symmetrischen zwei-zweidentigen Verwandtschaften und ihre Zu- 
sammensetzung den Ausgangspunkt. Insbesondere gelingt es, die 
Resultate in präziser geometrischer Form auszusprechen. Ferner 
wird gezeigt, daß man die Reihenfolge der Kegelschnitte, die von 
den aufeinanderfolgenden Seiten des n-Ecks berührt werden, beliebig 
abändern kann und daß dann immer noch geschlossene n-Ecke 
existieren, wenn es solche in der ursprünglichen Reihenfolge gibt. 
Dabei ist es möglich ganz bestimmt anzugeben, wie die w-Ecke 
miteinander zusammenhängen, die zu verschiedenen Reihenfolgen 
der Kegelschnitte k ly Ä,, . . . k H gehören. Zum Schluß werden die 
algebraischen Relationen zwischen den Parametern der beiden Kegel- 
schnitte behandelt, die einem «-Eck um- bez. ein beschrieben sind. 
Wegen der zahlreichen Literatur vergleiche man die Encyklopädie 
der math. Wiss. III. C i, Kegelschnitte und Kegelschnittsysteme von 
Fr. Dinoeldev p. 44—52. 

1. Sind f(xyz) = o und ^(uvu) = o zwei beliebige Kegel- 
schnitte, so bestimmen die Tangenten von <p auf dem Kegelschnitt / 
eine zwei -zweideutige symmetrische Verwandtschaft. Denn stellt 
man die Koordinaten der Punkte von /' durch einen Parameter x 
dar, etwa: 

y = 6 0 x*-f ftjx + o,, 

z = c 0 x* -f c x % -f Cj, 

und gehören den Punkten x l y l z i bzw. x i y 2 z i die Parameter x bzw. X 
zu, so erhält man für die Koordinaten uvw ihrer Verbindungslinie: 

?u = (6 qCi - c 0 6j)xA + (o 0 c* - c 0 & 2 )(x + A) + (V* - C M usf - 

Die Gleichung: q}(uvw) = o wird sonach sowohl in x als 
in i vom 2. Grade und ändert sich bei der Vertauschung von x mit 
A nicht. Umgekehrt stellen sich mit Hilfe der letzteren Gleichungen 
die Werte von xl und (x ■+- X) als Quotienten linearer homogener 
Ausdrücke in uvw dar. EineT>eliebige zwei-zweideutige symmetrische 
Beziehung zwischen x und k geht demnach, wenn man für xA und 
U 4- 1) ihre Werte einsetzt wieder in eine homogene Gleichung 
2. Grades in uvw über. 

Die Tangenten eines beliebigen Kegelschnittes q> schneiden auf 
dm Kegelschnitt f entsprechende Punkte einer zwei-zweideutigen sym- 
metrischen Verwandtschaß aus. Umgekehrt umhüllen die Verbindungs- 

M»th.-phy». Klaaae 1908. Bd. LX. 7 
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knien entsprechender Punkte einer zwei- zweideutigen symmetrisch* 
Verwandtschaß auf dem Kegelschnitt f einen Kegelschnitt <p. 

Wir bringen jetzt die zwei -zweideutige Verwandtschaft, die 
wir weiterhin stets als symmetrisch voraussetzen, auf eine möglichst 
einfache Form, und beziehen zu diesem Zweck die beiden Kegel- 
schnitte f und (p auf ihr gemeinschaftliches Polardreieck. Demgemäß 
setzen wir: 

ia) /-EEEs' + y 8 + ,- 2 = o, 

lb) <> = ._+_ + _--o 5 

dabei nehmen wir beide Kegelschnitte als reell an und ebenso ihr 
gemeinsames Polardreieck. Ein reeller Punkt der Ebene besitzt 
bei dieser Darstellung freilich keine reellen Koordinaten; will man 
dieses jedoch erreichen, so braucht man nur etwa y durch iy umi 
v durch — iv zu ersetzen. 1 ) 

Als Parameterdarstellung wählen wir: 

2a) £=»x* — 1, i, = i(x* + 1), xr=.'x; 

dadurch ergeben sich: 

2b) u = xk — 1 , v = i(xA -f i), w = x -f k. 

Weiter liefert 9 = 0 auf dem Kegelschnitt f die zwei -zwei- 
deutige Verwandtschaft: 

3 a) + (.. + lX ^- a) - t«^^ + . - a 

Ist umgekehrt die zwei - zweideutige Verwandtschaft auf f in 
der Form: 

3b) x*A 2 — p(x 8 + A 2 ) -f 2qxk + 1 = O 

gegeben, so ist die Gleichung ib) durch die Gleichung: 
ic) <p = (q+p - i)m 2 +(?+^ j - i)" 8 + 2pw* = o 
zu ersetzen. 

Man kann die zwei - zweideutige Verwandtschaft auf f auch 
noch mit Hilfe eines Kegelschnittes F: 

4) Ft== Ax* + Bif- -f Ct* = o 

definieren, indem man je zwei Punkte von /' sich entsprechen läßt, 
die in bezug auf F konjugiert sind. Für zwei entsprechende Punkte 

1) Der Fall wo f und qp zwei reelle Schnittpunkte besitzen, unter- 
scheidet sich von dem Btipulierten Falle nur dadurch, daß für reelle 
Punkte außer den Koordinaten auch die Parameter imaginär werden. 
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hat man dann einerseits die frühere Gleichung 3 a) bzw. 3 b) zwischen 
x und L, andererseits die Gleichung: 

ix 1 x 1 +^ 1 y 2 + ^ 1 r 2 =o=x 8 ^+(x 8 4-^)|^-2xA^ I + i. 
Hieraus bestimmen sich die Werte: 

5^= B =c=(-i + -; + ;) = (i-; + :) = (i + --^ 

5b) A : B : C = (p + 1) : (p — 1) : q. 

Die Werte von A, B, C erhält man auch dadurch, daß man 
aus den Gleichungen: 

x \ + yJ + *\ - °> «5 + + «1 - °» 

a ,+ 6 ^ c "°' 

eine lineare Gleichung in den Koordinaten beider Punkte ableitet. 
Zunächst liefern die ersten Gleichungen: 

wodurch die dritte Gleichung tibergeht in: 

Die Multiplikation mit den Nennern liefert dann mit Rücksicht 
auf die ersten Gleichungen sofort: 

Durch Vergleich mit: Ax l x 9 -f* ^ViVi + ^1^ = 0 erhält man 
wieder die früheren Werte. 

Je £u?ei entsprechende Punkte der auf dem Kegelschnitt f be- 
findlichen zwei-eweideutigen Verwandtschaft 3 a) bzw. 3 b) liegen auf 
«ntr Tangente des Kegelscltniües: 

u* , IC* 

bzw. <p==(q + p — l)u- + (g + i> + 1)1;* + 2ptf 2 =» O; 
- r «$ie*>Ä stwd sie konjugierte Punkte des Kegelschnittes: 

«>(-i+i+:y+(i-v+>+a+i-:)' i -» 

tnr. 4b) (j5 + i)x 2 + (p — i).v f + gs 2 = o 

7* 
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2. Im allgemeinen entsprechen einem Parameter x der Ver- 
wandtschaft zwei verschiedene Parameter A; es existieren jedoch 
vier Punkte auf f von der Art, daß ihnen nur je ein einziger, doppelt 
zählender Punkt entspricht. Die Parameter dieser vier Punkte auf 
f, die wir kurz als die vier Punkte 8 bezeichnen wollen, bestimmen 
sich durch das Verschwinden der Diskriminante von 3 b), wenn wir 
3 b) als Gleichung 2. Grades für k betrachten. Die Parameter der 
vier Punkte S sind also die Wurzeln der Gleichung: 

' P 

Diesen vier Punkten S entsprechen doppelt zählend vier Punkte 
T, deren Parameter sich als Wurzeln der Gleichung: 

+' ! -( L r-T]+'-° 

ergeben. 

Die vier Punkte S sind nichts anderes als die Schnittpunkte 
der Kegelschnitte f und tp. Zieht man in diesen Punkten 5 die 
zugehörigen Tangenten an qo, so schneiden sie auf f eben die vier 
Punkte T aus. Die Koordinaten der vier Punkte S genügen den 
Gleichungen: 

+ y % + z* = o und ax* + by* + cz* = o; 

dieselben sind also: 

6a) Yb- c:Yc- a : Y<* - b. 

Die Tangente von <p in diesem Punkt ist: 

axYb — c -j- byY c — a + izY a — ^ = o; 
daraus ergeben sich die Koordinaten der vier Punkte T als: 
7a) AYb -c : BYT-^a : (rfcT- b, 

wo A, J?, C die in 5 a) gegebenen Werte besitzen. 

Außer den Punkten S und T betrachten wir noch die vier 
Punkte R des Kegelschnittes deren Tangenten zugleich den 
Kegelschnitt q> berühren. Diese Punkte haben ersichtlich die Eigen- 
schaft, daß sie bei der zwei-zweideutigen Verwandtschaft auf f sich 
selbst entsprechen; die Parameter der vier Punkte R genügen also 
der Gleichung: 

8) x 4 — 2x»(j> — q) + 1 = o. 

Nach der Definition des Kegelschnittes F muß dieser durch 
die vier Punkte R hindurchgehen; außerdem müssen seine Tangenten 
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in den Punkten R zugleich Tangenten des Kegelschnittes o> sein. 
In der Tat geht die Gleichung 4 b) in die Gleichung 8) über, wenn 
man für xyz ihre Parameterwerte setzt. Als Koordinaten der vier 
Punkte B erhält man: 

8a) j/j&-C:y7?-^:Vii-Ä^ 

Zwischen den Kegelschnitten f und F besteht eine gewisse Wechsel- 
beziehung hinsichtlich des Kegelschnittes g>\ die Tangenten an f und 
F, gezogen in ihren Schnittpunkten J?, berühren sämtlich den Kegel- 
schnitt <p. Demgemäß bestimmen die Tangenten von <p auf jedem 
der beiden Kegelschnitte f und F eine zwei-zweideutige Verwandt- 
schaft derart, daß je zwei sich entsprechende Punkte von f bzw. F 
zugleich konjugierte Punkte von F bzw. f sind. Sonach ist <p der- 
jenige Kegelschnitt, dessen Tangenten die beiden Kegelschnitte f 
und F in harmonischen Punktepaaren schneiden. 

3. Ich betrachte nun auf dem Kegelschnitt f zwei verschiedene 
zwei-zweideutige Verwandtschaften, die ich kurz V und V t nennen 
werde. So wie je zwei entsprechende Punkte von V auf einer 
Tangente von <p liegen oder sich als konjugierte Punkte von F dar- 
stellen, so werden je zwei entsprechende Punkte von V 1 auf Tan- 
genten eines Kegelschnittes q> x liegen oder sich als konjugierte 
Punkte eines Kegelschnittes F l darstellen. 

Die beiden Verwandtschaften V und V 1 sollen aber in einer 
ganz besonderen Abhängigkeit voneinander stehen. Halten wir die 
durch 2 a) bestimmte Parameterverteilung auf f fest, so seien die 
Verwandtschaften dargestellt durch: 

V\x*X* — p(x* + l*) + 2qxk -f- 1 = o 
Zugleich sei: 

10) i +J? 1 "" qt — 1 — «f 

} P Pi 1 

oder: (p — Pl )(i - p Pl ) _ pq\ - p Y q\ 

Diese Relation sagt nach 6) aus, daß in beiden Verwandtschaften 
die vier Punkte, denen nur ein einziger doppelt zählender Punkt 
entspricht, identisch sind. Mit anderen Worten: die beiden Kegel- 
schnitte <p und schneiden den Kegelschnitt f in den nämlichen 
vier Punkten 8. 

Man kann deshalb den Kegelschnitt <p t in der doppelten Form 
schreiben: 
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na) qp = - -f . + = o , 

' ri a — q b — q c — q 1 

nb) <p x == ( 9l + Pl - i)u* + (q t + P x + i>* + ^i»' — °- 

Ebenso nimmt der Kegelschnitt jF\ die doppelte Form an: 

12b) *\ = + i)* f 4- - Oy' + ffi« 1 - °- 

Wir wollen jetzt die beiden Verwandtschaften V und V l 
zusammensetzen. Zu diesem Zweck denken wir uns V t mit den 
Parametern X und fi geschrieben. ' Einem Wert von x entsprechen 
vermöge V zwei Werte X und diesen vermöge V 1 je zwei Wert« /*. 
Die Beziehung zwischen x und jtt ergibt sich durch Elimination von 
X aus V und V x \ sie hat die Gleichung: 

(xV + 0(p -PiY - *(*V + + »* + P*)(j>«I 

+ 4 («V + »rt(p + (* 4 + M 4 )(i -pa) 1 

— 4(je , f* + f* 8 x)(i + pp i )qq l - 2xVL(l» — Pi)' 
+ (i - - 2 5 2 - 2 g* - 2p*q* - 2p*gJ] = o. 

Hier ist bereits eine Reduktion der Koeffizienten von (x 4 ^ 8 -f p*) 
und (f» 4 ** H- *') mit Hilfe der Gleichung io) vorgenommen; ohne 
diese Reduktion wären dieselben verschieden. 

Die vorstehende Gleichung stellt eine vier-vierdeutige sym- 
metrische Beziehung ( V F t ) zwischen den Punkten des Kegelschnittes 
f dar. Es steht nun zu vermuten — und die Untersuchung be- 
stätigt es — daß die Gleichung sich in zwei Faktoren zerspalten 
läßt, deren jeder eine zwei -zweideutige Verwandtschaft zwischen 
x und ft darstellt. Legt man von einem der vier Punkte T aus die 
beiden Tangenten an <p x und schneiden diese den Kegelschnitt f in 
T % bzw. Tj, so entsprechen in der Beziehung {Y"V X ) dem Punkte 5 
die beiden Punkte T t und T s und zwar doppelt zählend. Kann man 
also die Verwandtschaft (VV X ) in zwei Verwandtschaften V i und 
F s zerfallen, so wird in der einen dem Punkt S doppelt zählend 
der Punkt T t entsprechen, und ebenso wird ihm in der andern 
doppelt zählend der Punkt 1\ entsprechen. Daraus ist dann weiter 
zu schließen, daß entsprechende Punkte von V t auf Tangenten 
eines Kegelschnittes qp 2 liegen, der durch die vier Punkte S geht 
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und ST S berührt. Ebenso müssen entsprechende Punkte von F s 
auf Tangenten eines Kegelschnittes tp s liegen, der die vier Punkte 
S enthält und ST S berührt. 

4- Es gilt nun zunächst zu zeigen, daß sich die Beziehung 
( Vv i) in die beiden Verwandtschaften: 

V t i *V - P*(*' + (**) + 2 q t %n +1=0, 

erlegen läßt. Durch Vergleich finden wir die 
+J> 3 - 2(pgJ +P 1 g J ):(p-p 1 ) f , 

-«.^(p-p,) 1 , 

= - CO - Pi ) 8 "f ( I - ppj 1 - 2 g« - 2 q\ - 2p*q\ - zplq*] : (p -pj*. 

Aus den ersten vier Relationen lassen sich p %1 Pi1 g 2 , g, be- 
rechnen, die so gewonnenen Werte müssen dann die fünfte Relation 
Ton selbst erfüllen. 

Aus der ersten und dritten Relation folgen, wenn man gemäß 
Gleichung 10) s (p - Pl )(i - pPi ) = pq\- Pl q* setzt, die Werte: 



P2 



P* 



v p-a y Wp-gvw' 

_ ( g. Vp-qVpÄ* = / 1- pp, y . 

\ p-p» / "Ui/p+«yp./ 



—PPi 

^ Vtf, /p + g VPi 

Mit Hilfe dieser Werte findet man mittels der zweiten und 
vierten Relation: 



10) 



a VaO-p^ + sV^O-p?) 



(p — pOfa Vp-g^Pi) 
-g. Vp,(i -p^ + gVpO -p?) 



(p-p,)(gi Vp + g^p,) 

Die letzte Relation 14) kann man mit Rücksicht auf die dritte 
auch schreiben: 

fc* [(p-pj* + (1 PPi)' - g'-gj-p'g? - pj «l:(p-Pk) Ä . 

Dieses Produkt müßte nach 16) übereinstimmen mit: 
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d. h. es müßte der Ausdruck: 

[(p- Pl )' + (l - PP^\ipq\ - p,f) 

-tf+q'i+pU'+p'Wp-PtX 1 -ppt) 

-g lP \(i - P y + pq\i - P \y 

verschwinden. In der Tat heben sich die Glieder mit dem Faktor 
q* gegenseitig weg und ebenso die Glieder mit dem Faktor gj. 

Hiermit ist nachgewiesen, daß die zusammengesetzte Verwandt- 
schaft ( V Tj) sich wirklich in zwei Verwandtschaften 7, und V s von 
der Form 13) zerlegen läßt; durch die Gleichungen 15) und 16) 
wird diese Zerlegung direkt geleistet. Wir haben auch schon be- 
merkt, daß die beiden Kegelschnitte op, bzw. qp 8 , deren Tangenten 
aus f die Verwandtschaft V t bzw. 7, ausschneiden, durch die vier 
Punkte S von f hindurchgehen müssen. Daraus folgt, daß die 
Wurzeln der Gleichung 6) für die Verwandtschaften V t und V, die 
nämliche Bedeutung besitzen, wie für die Verwandtschaften V und 
V v Sie stellen also für alle vier Verwandtschaften die Parameter 
derjenigen vier Punkte dar, denen nur je ein einziger doppelt 
zählender Punkt entspricht (freilich ist der entsprechende Punkt für 
jede Verwandtschaft ein anderer). Demgemäß müssen die vier 
Gleichungen 9) und 1 3) die Eigenschaft haben, daß das Verschwinden 
ihrer Diskriminanten auf die nämliche Gleichung 6) führt. Die 
Gleichung 10) muß sich also zur Gleichung: 

Ioa ) 1 + /,t ~ *" - L = 1 +ri_T.d = L+Pl- = * . 
' P Pi Pt P* 

erweitern, wo wir mit k den Wert dieser Quotienten bezeichnen. 

Um dies auch durch die Rechnung nachzuweisen, bilden wir 
mit Hilfe von 15) und 16) direkt: 

Ä= -L + D _9\(qiV~P-qVPi\' , ( ^V'p+ qVpÄ* 
Pt F% p, \ i-ppx ) p-p x ) 

_ (qiVp*d -rt + qVPii -p\)\' 

Bringt man die rechte Seite auf gemeinsamen Nenner, so 
reduziert sich der Zähler auf drei Teile, von denen der erste die 
Glieder mit gj, der zweite die mit q* und der dritte die mit 
umfaßt. Der dritte Teil hebt sich gliedweise weg, während die 
beiden ersten zu: 

<1\(P-Pi)( l ~PPi)(i +J>*),bzw.:</( 1 > 1 -p)(i -p Pl )(i +p\) 
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werden. Dadurch kommt: 

Pt U>—Pi)( l —PPi) 

= q Ki+p'-q^-qV+Pl- gl) 
(p- Pl )(i—p Pl ) » 

oder nach 10): 

5. Sehen wir nun zu, wie die beiden zwei-zweideutigen Ver- 
wandtschaften Vj und F 8 , die sich bei der Zusammensetzung ( V\\) 
ergeben, miteinander zusammenhängen. Zunächst lehren die Werte 
von p v q iy g 8 , daß sie bei einer Vertauschung von p und q mit 
p x und q t ganz umgeändert bleiben, daß also die Zusammensetzungen 
( V Fj) und ( F 1 F) die nämlichen Verwandtschaften F, und F s liefern. 
Die Werte von p v jj,, g„ £ 8 kann man nach den Formeln 15) und 

1 6) auch so schreiben, daß YpPi a ^ s einzige Wurzel auftritt. Kehrt 
man das Vorzeichen von \pp x um, so vertauschen sich p 2 und q % 
mit jjj und <? 8 , also auch F, und F 8 . Beide Verwandtschaften 

unterscheiden sich demnach nur durch das Vorzeichen von VWi- 

Wir fassen hier nur solche Verwandtschaften ins Auge, bei 
denen reelle Paare entsprechender Punkte existieren. Sollen auch 
V % und F s reell sein, so müssen auf dem Kegelschnitt f reelle Punkte 
vorhanden sein, denen sowohl in F als in Fj reelle Punkte ent- 
sprechen. Ist aber X ein solcher Punkt, so entsprechen ihm in F 
bzw. Fj die Punkte: 

x » [_ X q ± Vp(X* - AI» + f)] : (1« - p), 

bzw. fa — [— Aft± l/ A (l*-*Ä f +"i )] : (X« - p,). 

Sollen beide Werte zugleich reell sein , so müssen p und p x 
gleiches Vorzeichen besitzen, also pp x > o sein. Demnach wird 

VpPx «eil: wir können also die Verwandtschaften F t und F 8 von- 
einander trennen, indem wir die eine dem Werte -+- ypp x , die 
andere dem Werte — Ypp^ zuordnen. 

Es ist nun weiter zu untersuchen, in welchem Zusammenhang 
die Verwandtschaften F 2 und F 3 einzeln mit den sie erzeugenden 
Verwandtschaften F und F, stehen. Nach den Gleichungen 2 a) 
wird der Kegelschnitt /* von z = o in den Punkten o und 00, von 
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x =» o aber in den Punkten + i und — I geschnitten. Setzen 
wir jetzt zur Abkürzung: 

17) K = Vk A ~-kX i +7\ 

so hat die Gleichung K—o entweder keine reelle Wurzel, d. h. die 
vier Punkte S sind imaginär falls k < 2 ist, oder sie hat Tier reelle 
Wurzeln, d. h. die vier Punkte S sind reell, falls k > 2 ist. Im 
ersten Fall ist K* beständig positiv, im letzten Fall ist Ä' 3 für die 
Werte o und 00 positiv, dagegen für die Werte -f 1 und — 1 
negativ. In diesem Fall ordnet die Verwandtschaft V entweder den 
Punkten o und 00 reelle Punkte zu, oder es tritt dies für die 
Punkte + r und — 1 ein. Wir dürfen aber annehmen, daß V stets 
den Punkten o und 00 reelle Punkte zuordnet, wäre dies von vorn- 
herein nicht der Fall, so brauchte man nur die Seiten x = o und 
z = o des Koordinatendreiecks zu vertauschen. Nun sind die Verwandt- 
schaften V und V l gegeben durch: 

* = (-*?±*V9) :(*'-!>) bzw. 

Nach dem soeben Gesagten können j> und p t positiv angenommen 

werden, und man hat in den Formeln 18) unter TT, und 
positive Größen zu verstehen. Da es sich nur um entsprechende 
rerfle Punkte bei V und ebenso bei V l handelt, kommen nur die 
reellen Werte von K in Betracht und etwa der Grenzfall K =* o. 
Sind die Punkte S imaginär, so ist K beständig reell. Sind die 
Punkte S reell, so zerlegen sie den Kegelschnitt f in vier Bogen- 
stücke; hier ist K nur für die Punkte der beiden Bogenstücke reell, 
denen die Punkte o bzw. 00 angehören. Die übrigen beiden Bogen- 
stücke haben für V und V x keine Bedeutung; da ihren Punkten 
keine reellen Punkte entsprechen. 

6. Die Verwandtschaft V wird vermittelt durch die Tangenten 
eines Kegelschnittes <p\ die Tangenten aus dem Punkte k von f 
schneiden auf f die beiden entsprechenden Punkte aus, deren Para- 
meter x nach 18) gefunden werden. Beide Punkte unterscheiden 

sich nur durch das Vorzeichen von i demgemäß kann man die 
entsprechenden Punkte zu k in leichtverständlicher Redeweise als 
Punkt positiver und als Punkt negativer Korrespondenz unterscheiden. 
In gleicher Weise kann man auch die beiden Tangenten aus l kurz 
als positive und negative Tangente bezeichnen, je nachdem sie den 
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Punkt positiver oder negativer Korrespondenz liefert. Hier gilt nun 
der Satz: Zieht man aus jedem Punkt von f an die Kegelschnitte <p 
und <p x die positiven (oder auch die negativen) Tangenten, so schneiden 
sie f in zwei Punkten, deren Verbindungslinie ständig einen Kegel- 
schnitt <p t berührt. Zieht man jedocJt an o> die positive (negative) 
und an <p l die negative (positive) Tangente, so umhüllen die Ver- 
bindungslinien ihrer Schnittpunkte einen Kegelschnitt tp t . Es ist 
dieser Satz nur ein präziserer Ausdruck des Resultates am Ende von 
Nr. 3. Wie bereits dort angegeben gehen die Kegelschnitte <p t und <p s 
durch die vier Punkte S; die Tangenten in einem jeden Punkte S 
an (p und schneiden f in zwei Punkten, deren Verbindungslinie 
<jp 2 und <p 5 berührt. Schon die stetige Aufeinanderfolge der Tan- 
genten von qp 2 (bzw. a> 8 ) läßt die Wahrheit des Satzes erkennen; 
doch zeigt die Rechnung auch direkt, daß die Werte 18) in \\ 
eingesetzt die Gleichung 13) erfüllen, wobei p t und q t aus 15) und 
16) zu entnehmen sind. 

Die Unterscheidung der Tangenten von g> als positive und 
negative kann auch rein geometrisch bewirkt werden. Zunächst 
gibt man a> einen bestimmten Durchlaufungssinn; dabei ist 
darauf zu achten, daß bei einer Hyperbel der Durchlaufungssinn 
beider Äste entgegengesetzt zu wählen ist. Denn nur dann wird 
man beim Durchlaufen das Innere der Kurve immer auf derselben 
Seite haben. Den beiden Tangenten an <p aus einem beliebigen 
Punkt gibt man ebenfalls einen Durchlaufungssinn, der von diesem 
Punkt nach den Berührungspunkten gerichtet ist. Dann wird der 
Sinn der einen Tangente mit dem Sinne der Kurve übereinstimmen, 
der der anderen dagegen nicht. Ist f eine Ellipse oder Parabel, so 
kann man für alle Punkte diejenige Tangente an q> als positiv an- 
nehmen, deren Sinn mit <p übereinstimmt. Ist dagegen f eine 
Hyperbel, so ist diese Annahme nur für den einen Ast von f zu- 
lassig; für den andern Ast hat die Tangente als positiv zu gelten, 
die entgegengesetzen Sinn wie <p hat. 

Wenn nun auch die beiden positiven (oder negativen) Tangenten, 
aus einem beliebigen Punkt von f gezogen an g> und q^, zwei weitere 
Punkte aus f ausschneiden , die stets auf einer Tangente von <p % 
liegen, so läßt sich doch über den Sinn dieser Tangente nichts all- 
gemein aussagen. Wir werden indes weiterhin die Mittel gewinnen 
gleichwohl unseren Sätzen eine genaue Fassung zu geben. 

7. Wir gehen aus von einem Kegelschnitt f und einer Anzahl 
weiterer Kegelschnitte o> lt a> t , <p 3 , . . . a>„, die f in den nämlichen 
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vier reellen oder imaginären Punkten S schneiden. Den Kegel- 
schnitten tp i erteilen wir einen bestimmten Durchlaufungssinn (bei 
Hyperbeln ist auf das vorher Gesagte zu achten); diesen dürfen wir 
bei jedem Kegelschnitt nach Willkür festsetzen. So kann man 
z. B. den Sinn bei allen Kurven tp t in der Weise fixieren, daß man 
beim Durchlaufen das Innere der Kurve zur Linken hat 

Man wähle nun auf f einen beliebigen Anfangspunkt A, lege 
von A aus eine der beiden Tangenten an 9 n sodann von ihrem 
zweiten Schnittpunkt B mit f eine der beiden Tangenten an qp 2 , 
ferner von deren zweitem Schnittpunkt C mit f eine der beiden 
Tangenten an <p s , und so fort; die letzte Tangente wird q> n berühren 
und ihr auf f liegender Endpunkt mag N sein. Die n aufeinander- 
folgenden Tangenten, von denen sich je zwei benachbarte auf / 
schneiden, sollen zusammenfassend als ein f cingeschriebentr n-glied- 
riger Tangentenzug bezeichnet werden. Fallen Anfangs- und End- 
punkt des Tangentenzuges zusammen, so heißen wir ihn geschlossen, 
sind sie dagegen verschieden, so heißt er offen; im letzteren Fall 
nennen wir die Verbindungslinie von Anfangs- und Endpunkt die 
Schlußlinie des Tangentenzuges. 

Ist der Anfangspunkt A eines Tangentenzuges gegeben, hat 
man ferner die Reihenfolge festgesetzt, in der die Kegelschnitte <p f 
von den aufeinanderfolgenden Tangenten des Zuges berührt werden 
sollen, so ist der Tangentenzug dadurch noch nicht bestimmt. Viel- 
mehr gibt es noch 2" derartige Tangentenzüge, da nicht nur die 
erste von A ausgehende, sondern auch jede folgende Tangente eine 
doppelte Wahl zuläßt. Es gilt nun die 2" Tangentenzüge mit dem 
gleichen Anfangspunkt A und der nämlichen Reihenfolge der 
Kegelschnitte <p t (aber verschiedenen Endpunkten) voneinander 
scharf zu trennen. Zu diesem Zwecke fassen wir die einzelnen 
Ecken des Tangentenzuges näher ins Auge; wir werden dann in 
jeder Ecke eine der beiden folgenden Möglichkeiten haben. Erstens 
die von der Ecke ausgehenden Tangenten besitzen beide den gleichen, 
oder beide den entgegengesetzten Durchlaufungssinn wie die von 
ihnen berührten Kegelschnitte gj; dabei ist der Durchlaufungssinn 
einer Tangente stets von der Ecke nach dem Berührungspunkt hin 
gerichtet. In diesem Falle soll die Ecke kurz als positiv bezeichnet 
werden. Zweitens der Durchlaufungssinn stimmt für eine aus der 
Ecke kommende Tangente mit dem der berührten Kurve <p überein, 
für die andere jedoch nicht. In diesem Fall soll die Ecke negativ 
heißen. 
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8. Ist der positive oder negative Charakter der einzelnen Ecken 
des f einzuschreibenden «-gliedrigen Tangentenzuges sowie sein An- 
fangspunkt A und die Reihenfolge der Kogelschnitte q> l , qp 2 , ... <p H 
festgesetzt, so ist der Tangentenzug selbst völlig bestimmt, sobald 
man weiß, ob die von A aus gezogene erste Tangente des Zuges 
mit der berührten Kurve q> gleichen Sinn hat oder nicht. Denn 
dann kennt man zunächst die erste Tangente AB] für die zweite 
Tangente BC hat man an und für sich noch eine zweifache Wahl, 
aber nur die eine davon entspricht dem festgesetzten Charakter der 
Ecke B\ in gleicher Weise bestimmt sich die Tangente CD u. s. f. 

Diesen Stipulationen gemäß können wir jetzt den einzelnen 
Tangentenzug bequem durch eine symbolische Bezeichnung dar- 
stellen. Zwischen Anfangspunkt A und Endpunkt N des Tangenten- 
zuges schreiben wir die Zahlen i, 2, 3 . . ., n in einer vorgegebenen 
Folge; sie bestimmen die Reihenfolge der Kegelschnitte qp,. Je zwei 
aufeinanderfolgende Zahlen verbinden wir durch das Zeichen -f- oder 
— , je nachdem die bezügliche Ecke in dem oben definierten Sinn 
positiv oder negativ ist. So stellt z. B. [A + 4 - 3 - 1 + 2 - 5 - S] 
einen fünfgliedrigen Tangentenzug dar; seine Tangenten berühren 
der Reihe nach die Kegelschnitte qp 4 , qp 3 , <p l1 <p 8 , <p 5 ; die Ecke mit 
den Tangenten an g> 4 und <p s ist negativ, die Ecke mit den Tangenten 
an 9>j und 9, ist positiv, u. s. f. Das positive Zeichen zwischen A 
und der ersten Tangente (an <p 4 ) soll aussagen, daß der Sinn der 
Tangente aus A an q> A mit dem Sinn von g> 4 übereinstimmt. Ebenso 
soll das negative Zeichen zwischen N und der letzten Tangente 
(an <p 5 ) aussagen, daß der Sinn der Tangente aus N an qp 5 dem 
Sinn von <p 5 entgegengesetzt ist. 

Es könnte scheinen, als ob das Vorzeichen zwischen A und 
der ersten Tangente des Zuges eine wesentlich andere Bedeutung 
hätte, als das irgend eine Ecke des Tangentenzuges charakterisierende 
Vorzeichen. Dem ist jedoch nicht so. Man braucht den Kegel- 
schnitten (pi nur noch einen Kegelschnitt <p 0 hinzuzufügen und von 
.4 aus diejenige Tangente an q> 0 zu legen, die mit qp 0 gleichen Sinn 
hat; dann wird A zu einer Ecke und das vorher erwähnte Vorzeichen 
ist nichts anders als das charakteristische Vorzeichen dieser Ecke. 

Der allgemeinste dem Kegelschnitt f eingeschriebene n-gUcdnge 
Tangentcnzug ist durch das Symbol [AB 0 a€ l ß£ s ys 3 . . . s n vs n + 1 N\ 
dargestellt. Hierbei bedeuten « 0 , t v e 2 . . . , « B beliebig positive oder 
negative Vorzeichen (das Vorzeichen f w + 1 folgt aus den übrigen), 
und <x, ß, y . . ., v stellen die Zahlen 1, 2, 3 . . ., n in irgend einer 
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Reihenfolge dar. Halt man A und die Reihenfolge a, 0, y . . ., v 
fest, so gibt es noch 2" Tangentenzüge gemäß den 2" Vorzeichen- 
kombüiationen f 0 , f n £ it . . ., e n ; ihre Endpunkte X sind im allge- 
meinen sämtlich verschieden. Hält man A fest, nimmt aber eine 
andere Reihenfolge, etwa: a\ ß\ y . . ., v', so erhält man abermals 
2 n Tangentenzüge; ihre Endpunkte fallen, wie wir sehen werden, mit 
den 2" Endpunkten der erstgenannten Tangentenzüge zusammen. 
Die Gesamtheit der 2 n Endpunkte aller von A ausgehenden ft-gliedrigen 
Tangentenzüge bleibt völlig un geändert, wie man auch die Reihen- 
folge a, 0, y . . ., v der Kegelschnitte cp x , <p 2 . . g> n festsetzen mag. 
Da man mit den n Kegelschnitten <p ( bezüglich ihrer Reihenfolge 
n\ Permutationen vornehmen kann, so existieren n\ Tangentenzüge 
mit dem gleichen Anfangspunkt A uud dem gleichen Endpunkt X, 
die sich nur dariu unterscheiden, daß die anfeinanderfolgenden Tan- 
genten der einzelnen Züge die n Kegelschnitte <p t in anderer Reihen- 
folge berühren. Es entsteht aber hier noch die weitere Frage, wie 
ordnen sich die 2" Tangentenzüge, die zur Zahlenfolge er, 0, y v 
gehören, einzeln den 2" Tangentenzügen zu, die zur Zahlenfolge 
<*', ß\ y' . . ., v' gehören, so daß je zwei einander zugeordnete 
Tangentenzüge gleichen Anfangs- und gleichen Endpunkt besitzen. 
Es wird sich zeigen, daß diese Zuordnung in der Tat ganz genau 
angegeben werden kann; kennt man die Vorzeichen der Ecken des 
einen Tangentenzuges, so lassen sich daraus die Vorzeichen der 
Ecken des andern Tangentenzuges ableiten; mit der Wahl des ersteren 
ist also der letztere völlig bestimmt. Bevor wir jedoch diese Unter- 
suchungen in Angriff nehmen können, müssen wir noch einige andere 
Betrachtungen vorausschicken. 

9. Wir beschränken uns jetzt auf einen zweigliedrigen Tan- 
gentenzug ABC, wo AB eine Tangente von <p x und BC eine 
Tangente von <p 2 ist. Es gibt dann vier verschiedene Tangentenzüge 
\A + 1 - 2 ± [A - 1 - 2 ± CJ, [A + 1 + 2 ± C 9 ] und 
[A - 1 + 2 ± C 4 ] oder AB X C^ AB 9 C 2l AB X C^ und AB^C k 
(das Vorzeichen von C i ist durch die beiden andern bedingt, sein 
wirklicher Wert ist hier ohne Belang). Die beiden Tangentenzüge 
A B x Cj und A B^ C % besitzen eine negative Ecke B x bzw. B t , die 
beiden Tangentenzüge AB i C s und AB i C l besitzen eine positive 
Ecke B x bzw. 2? 2 . Nach dem Satz in Nr. 6 berühren die Schluß- 
linien der Tangentenzüge mit negativer Ecke — nämlich AC t und 
AC} — einen bestimmten Kegelschnitt, etwa <p 8 , der sich nicht 
ändert, wenn man A auf f fortwandern läßt. Auch die Schlußlinien 
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der Tangentenzüge mit positiver Ecke — nämlich A C 8 und A C K — 
berühren einen bestimmten Kegelschnitt, etwa g> 8 , der sich nicht 
ändert, wenn A auf f fortwandert. Zu zwei beliebigen Kegelschnitten 
<p x und <pj gehört also ein bestimmter Kegelschnitt <p s derart, daß 
es unendlich viele f eingeschriebene Dreiecke gibt, von denen je 
zwei Seiten o>, und g> s berühren und eine negative Ecke bilden, 
während die dritte <p s berührt. 

Es ist nun sofort ersichtlich, daß die Seiten eines solchen Brei- 
tete entweder alle drei von den Kegelschnitten q> { innerhalb beriiltrt 
icerden, so daß die BeriUirungspunkte zwischen den Endpunkten 
liegen, oder daß dieses nur mit einer Seite der Fall ist. Sind nämlich 
ABC und A' B' C' zwei benachbarte Dreiecke, wie wir sie hier be- 
trachten, so können zwei Möglichkeiten eintreten. Entweder haben 
die kleinen Kurvenstücke AA\ BB\ CC' auf f den nämlichen 
Fortschrei tungssinn; dann werden die Seiten «42?, BC und CA von 
den benachbarten Geraden A' B' bzw. B C bzw. C A' in je einem 
Punkt geschnitten, der zwischen den Endpunkten der Seite gelegen 
ist. Diese Schnittpunkte sind aber nichts anderes, als die Berührungs- 
punkte mit den Kegelschnitten y x , <p 9 und <p s . Oder von den kleinen 
Kunrenstücken AA\ BB\ CC' haben zwei — etwa die beiden 
ersten — gleichen Sinn, das dritte aber entgegengesetzten Sinn. 
Dann liegt der Schnittpunkt von A' B' mit der Seite AB zwischen 
ihren Endpunkten, dagegen liegen die Schnittpunkte von B'C mit 
der Seite BC und von C'A' mit der Seite CA außerhalb ihrer 
Endpunkte; d. h. <p x berührt AB innerhalb; <p % und a? 8 berühren 
BC bzw. CA außerhalb. 

10. Dieses Resultat gibt uns nun die Mittel an die Hand zu 
zeigen, daß von den drei Ecken des Dreiecks ABC immer eine, ge- 
rade Anzahl, also zwei oder keine, positiv sind. Es mögen AB, 
BC, CA die Kegelschnitte <p v <jp„ <p 8 bzw. in j^, T 8 , 2' 8 berühren, 
und wir wollen zuerst annehmen, daß T x , T r T s innerhalb der Seiten 
AB, BC und CA liegen. Dann wird von den beiden Tangenten 
AT X und BT X die eine mit q> x gleichen Sinn haben; ebenso wird 
es mit den Tangenten B7\ und C'l\ hinsichtlich q? 3 und mit den 
Tangenten CT 3 und A 7 8 hinsichtlich <p 8 sein. Setzen wir den Sinn 
Ton <p x , (p t und <p s so fest, daß er mit dem Sinn von AT X bzw. 
BT t bzw. CT Z übereinstimmt, so werden die drei Ecken des Dreiecks 
ABC negativ sein. Ändert man aber den Sinn einer Kurve <p,, so 
gehen zwei negative Ecken des Dreiecks ABC in positive über. 
Machen wir dagegen die Annahme, daß T x innerhalb AB, aber 
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7' 8 und 2 3 außerhalb BC und CA liegen, und erteilen wir wieder 
<p v (p s und <p 8 den 8inn von AT r bzw. BJ t bzw. C7\, so besitzen 
auch C T t und T s den gleichen Sinn wie <p, bzw. <p 8 , indessen 2? T Y 
einen andern Sinn wie <p t aufweist. Sonach sind hier die Ecken A 
und C positiv, wahrend die Ecke B negativ ist. Auch hier wird 
die Umkehrung des Sinnes von einer Kurve tp t das Vorzeichen von 
zwei Ecken des Dreiecks ABC umkehren. 

Es ist leicht zu übersehen, wie sich die gefundenen Resultate 
verallgemeinern. Gibt es unendlicft viele dtm Kegelschnitt f ein- 
geschriebene n-Ecke, deren A$eitett der Beihe nach die Kegelschnitte qp n 
q> t , . . ., q> n berühren, so liegt sttis eine gerade oder ungerade Anzahl 
dir n Berührungspunkte innerhalb dir Seiten, je naclidem n gerade 
oder ungerade ist. Es wird also immer eine gerade Anzahl unter 
den Kegelschnitten <p i existieren, welche die bez. Seiten des «-Ecks 
außerhalb berühren, d. h. ihre Verlängerungen. Gibt es unendlich 
viele dem Kegelschnitt f eingeschriebene n-Ecke, deren Seiten der 
Beihe nach die Kegelschnitte <r lt <p 8 , . ... q> n berühren, so ist die Zahl 
der positiven Ecken eines solchen n-Ecks immer gerade. Dabei 
ist es gleichgültig, wie man den Sinn der einzelnen Kegelschnitte <p f 
festsetzt. 

1 1 . Wir gehen jetzt von einem gauz beliebigen dem Kegel- 
schnitt f eingeschriebenen Dreieck ABC aus. Dann enthält der 
Büschel, der /' in den vier (reellen oder imaginären) Grundpunkten S 
schneidet, zwei die Seite A B berührende Kegelschnitte <jp, und t^ 1T 
ebenso zwei die Seite B C berührende Kegelschnitte <p, und end- 
lich zwei die Seite CA berührende Kegelschnitte qp 8 und t^ 8 . Da 
die Kegelschnitte eines Büschels eine jede Gerade in einer Punkt- 
involution schneiden, so wird jede Seite des Dreiecks ABC von 
einem der beiden berührenden Kegelschnitte innerhalb, von dem 
andern aber außerhalb berührt. Es mögen <p v g> 2 , qp 8 die innerhalb 
und ty v i/> 2 , die außerhalb berührenden Kegelschnitte sein. Dann 
existieren unendlich viele f eingeschriebene Dreiecke, deren Seiten 
die Kegelschnitte cp ly g> 2 , <p a berühren; es existieren aber auch un- 
endlich viele f eingeschriebene Dreiecke, deren Seiten t^ 8 
oder t^j, <p 2 , ty s oder tf^, <p 3 berühren. Denn wir haben in Nr. 9 
gesehen, daß die dritten Seiten aller /'eingeschriebenen Dreiecke, 
wenn zwei ihrer Seiten (p t und qp t berühren, stets einen Kegelschnitt 
qp s bzw. qp 8 ' tangieren, je nachdem die von diesen beiden Seiten ge- 
bildete Ecke positiv oder negativ ist. Daraus folgt das Gesagte mit 
Rücksicht auf die zuletzt ausgesprochenen Sätze. 
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Hiernach ergibt sich das Resultat: Kann man dem Kegelschnitt f 
etn Dreieck einschreiben, dessen Seiten der Reihe nach die Kegel- 
schnitte <p x , <p if qp 8 berühren, die mit f einen Büschel bilden, so gibt 
es unendlich viele derartige Dreiecke oder nicht, je nachdem jenes 
Dreieck eine gerade Anzahl von positiven Ecken hat oder nicht. Oder 
wie man auch sagen kann: je nachdem von seinen drei Berührungs- 
punkten eine gerade Anzahl außerhalb der Seiten liegt oder nicht. 
Dabei besitzen die homologen Ecken der unendlich vielen Dreiecke 
den nämlicJien, positiven oder negativen Charakter. Das ist unmittel- 
bar evident, wenn man den stetigen Übergang eines derartigen 
Dreiecks in ein anderes verfolgt Eine Änderung in dem positiven 
oder negativen Charakter einer Ecke könnte ja nur eintreten, wenn 
bei diesem Übergang ein innerhalb der 8eite liegender Berührungs- 
punkt zu einem außerhalb liegenden wird oder umgekehrt. Das ist 
jedoch nur möglich, wenn bei dem Übergang der Berührungspunkt 
einmal in die Ecke rückt. Dann fallt aber diese Ecke mit einem 
der vier Grundpunkte 8 zusammen, und es rückt auch der Be- 
rührungspunkt der andern Seite, die von dieser Ecke ausgeht, in 
die Ecke hinein. Setzt man indessen den stetigen Übergang fort, 
so bleibt der Charakter der beiden andern Ecken völlig ungeändert; 
also muß das gleiche auch für den Charakter der dritten Ecke der 
Fall sein. Es gehen eben stets zwei innerhalb liegende Berührungs- 
punkte gleichzeitig in zwei außerhalb liegende über oder umgekehrt. 

1 2. Es gilt nun auch dieses Resultat wieder zu verallgemeinern 
und den folgenden allgemeinen Satz zu beweisen. Kann man dem 
Kegelscltnitt f ein n-Eck einbeschreiben, dessen Seiten der Reihe nacli 
die Kegelschnitte <p lt tp t , . . ., tp n berühren, die mit f einen Büschel 
bilden, so gibt es unendlich viele derartige n-Ecke oder nicht, je 
nachdem jenes n-Eck eine gerade Anzahl von positiven Ecken hat 
oder nicht (je nachdem von seinen n Berührungspunkten eine gerade 
Anzahl außerhalb seiner Seiten liegt oder nicht). Dabei besitzen 
die homologen Ecken aller unendlich vielen n-Ecke den nämlichen 
positiven oder negativen Charakter. Man kann diesem Satz auch 
die folgende Form geben: Schreibt man einem Kegelschnitt f un- 
endhdi viele (n — i )-gliedrige Tangentenzüge ein und berühren ihre 
Seiten der Reihe nach die Kegelschnitte <p lt <p t , . . ., <p H _ t eines 
Büschels, dem auch f angehört, während je zwei homologe Ecken 
gleichen, positiven oder negativen Charakter aufweisen, so berühren 
die Sddußlimen sämtlicher Tangentenzüge einen bestimmten Kegel- 
tdtntt <p H aus jenem Büschel. Offenbar laßt unser Satz auch die 
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weitere Fassung zu: Schreibt man einem Kegelschnitt f ein befä higt* 
n-Eck ein, legt man ferner durch vier feste, reelle oder imaginäre 
Punkte von f einen Kegelschnittbüschcl t so wird jede Seite des n-Eds 
von zwei Kegelschnitten des Büschels berührt werden derart, daß der 
etne s%e innerhalb und der andere sie außerhalb tangiert. Wählt man 
von diesen 2n Kegelschnitten eine Gruppe von n Kegelschnitten m 
der Weise aus, daß jede Seite einen davon beriütrt und daß von ihren 
Berührungspunkten eine gerade Anzahl außerhalb der bez. Seiten 
liegen, so gibt es unendlich viele n-Ecke, deren Seiten diese n Kegel- 
schnitte tangieren und deren Ecken auf f liegt n. 

Um die soeben ausgesprochenen Sätze über das n-Eck zu be- 
weisen, gehen wir von den entsprechenden Sätzen Ober das Dreieck 
aus und benutzen die Schlußweise von (w— i) auf n. Es sei ein 

i)-g)iedriger Tangentenzug ABC . . . MN gegeben, dessen 
Ecken auf f liegen und dessen Seiten der Reihe nach die Kegel 
schnitte <jp n <p s , . . tp n _ l berühren, wobei diese <p { mit f einen 
Büschel bilden. Der Sinn von <p x werde beliebig festgesetzt; den 
Sinn von qp, wählen wir dann so, daß die erste Ecke B des 
Tangentenzuges negativ wird; ebenso wählen wir den Sinn von 
Vs» 9*4i • *i ^«-1 derart» daß seine zweite, dritte, . . ., (n — 2) to Ecke 
negativ wird. Wir ziehen nun einerseits die Schlußlinie AN des 
{n — i )-gliedrigen Tangenten zuges und andererseits die Schlußlinie 
AM des (w — 2)-gliedrigen Tangentenzuges, der aus jenem nach 
Weglassen des letzten Gliedes hervorgeht. Neben diesem (n— i)- 
gliedrigen Tangentenzug denken wir uns noch beliebig viele analoge 
Tangentenzüge gezeichnet, deren Seiten die Kegelschnitte <p v a> v . . n 
<P n -i i° der nämlichen Reihenfolge berühren und deren Ecken sämt- 
lich negativ sind. Lassen wir bei allen diesen (n — i ) - gliedrigen 
Tangenten zügen das letzte Glied weg und nehmen wir an, daß der 
Satz für die restierenden (» — 2)-gliedrigen Tangentenzüge gilt, so 
werden alle ihre Schlußlinien, die zw AM homolog sind, einen ge- 
wissen Kegelschnitt q>' aus dem Büschel berühren. Durch passende 
Wahl des Sinnes von <p' wird die Ecke A und folglich auch die 
Ecke M des (n— i)-Ecks ABC ... M negativ, so daß dasselbe 
lauter negative Ecken anf weist. Das Gleiche muß für alle analogen 
( n — i ) - Ecke der Fall sein , da hier nach unserer Annahme der 
Satz Gültigkeit hat. Nun bilden die Tangenten aus M an q> n _ t 
und an q>' eine negative Ecke; nach unserer ursprünglichen Fest- 
setzung bilden aber auch die Tangenten aus M an <p n _ % und a> H _ l 
eine negative Ecke; demnach bilden die Tangenten aus M an 9' 
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und q> 9 _ 1 eine positive Ecke. Das Dreieck AMN hat in M eine 
positive Ecke, seine Seiten MA und JfJV berühren die Kegel- 
schnitte <p' bzw. Die gleichen Eigenschaften zeigen die ana- 
logen Dreiecke, die in derselben Weise mit den andern (« — i)- 
gliedrigen Tangentenzügen zusammenhängen. Die dritten Seiten 
dieser Dreiecke berühren Dach dem Satz in Nr. 6 einen bestimmten 
Kegelschnitt, den wir <p H nennen. Durch passende Wahl des Sinnes 
von <p n kann in dem Dreieck AMN die Ecke JV negativ gemacht 
werden , die Ecke A ist dann positiv. Nach dem Satz in Nr. 1 1 
gilt das gleiche für die homologen Ecken der analogen Dreiecke. 
Das hat zur Folge, daß sämtliche Ecken des n-Ecks ABC . . . M N 
und ebenso die aller analogen n-Ecke negativ sind. Es gibt sonach 
unendlich viele dem Kegelschnitt/* eingeschriebene «-Ecke mit lauter 
negativen Ecken, welche die Kegelschnitte qpj, tp i , . . ., q> n in der 
nämlichen Reihenfolge berühren. Hierbei war vorausgesetzt, daß 
dieser Satz bereits für (n— i)-Ecke erwiesen sei; für Dreiecke ist 
er aber bereits nachgewiesen, folglich gilt er allgemein. Ändert 
man den Sinn eines Kegelschnittes <jp 0 so werden die beiden Ecken 
die auf der Tangente von <p t liegen, positiv. Ändert man also den 
Sinn mehrerer Kegelschnitte <p { , so wird eine gerade Anzahl von 
Ecken des «-Ecks positiven Charakter annehmen. Aus unseren 
Betrachtungen geht weiter hervor: falls es unendlidi viele f ein- 
beschriebene und y x , qc 2 . . <p n umschriebene n-Ecke gibt, umhüllen 
auch ihre homologen Diagonalen Kegelschnitte des Büschels. 

1 3. Wir kehren zurück zu den zweigliedrigen Tangentenzügen. 
Von einem Punkte A auf f ausgehend kann man vier zweigliedrige 
Taugentenzüge <jp 2 ) und ebenso vier zweigliedrige Tangentenzüge 
{"PtVi) «©heu, wo in leicht verständlicher Weise durch (g>j05 2 ) bzw. 
{<Pi<Px) die Reihenfolge der berührten Kegelschnitte markiert werden 
soll. Die Kegelschnitte <p x und qp 8 bestimmen auf f je eine zwei- 
zweideutige Verwandtschaft V x bzw. F, ; ihre Zusammensetzung ( V 1 F 2 ) 
ordnet dem Punkt A vier Punkte C v C v C s , C A zu. Diese Punkte sind 
einerseits die Endpunkte der vier Tangentenzüge (9, qp 2 ), andererseits 
enden in ihnen auch die vier Tangentenzüge (<p 2 9>i); denn, wie wir 
früher sahen, sind die Verwandtschaften (V t 7 2 ) und ( F 2 V t ) identisch. 
(7,7 t ) zerfallt in zwei zwei-zweideutige Verwandtschaften; in der 
einen mögen dem Punkte A die Punkte C x und C 2 , in der anderen 
die Punkte £7 S nn ^ @\ entsprechen. Dann sind AC X und AC S die 
Schlnßlinien zweier Tangentenzüge (^(ft) mit negativer Ecke; denn 
nach Nr. 6 müssen die Ecken beider Tangentenzüge den nämlichen 

8» 
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positiven oder negativen Charakter haben ; man kann ihn daher bei 
beiden negativ machen, wenn man den Sinn von <p x und q> t passend 
wählt. Ich behaupte nun: sollen zwei Tangentenzüge (qpjcpg) **d 
(qpj 9>j) in Vtren Endpunkten übereinstimmen, so müssen entweder beide 
eine negative oder beide eine positive Ecke besitzen. Es laßt sich das 
direkt aus den Formeln 15) und 16) und den Betrachtungen in 
Nr. 6 schließen. Wir können dafür aber auch einen einfachen Be- 
weis erbringen, der uns zugleich noch einen wichtigen Aufschluß 
liefert. 

Zu diesem Zweck legen wir den Punkt A in den Punkt x = 0, 
d. h. in den einen Schnittpunkt von f mit der Geraden z =■» 0 
(vgl. Nr. 5 und Formel 2 a). Jetzt ziehen wir einen Tangentenzug 
(91^2)1 etwa bestimmen den Sinn von g> v ip t und 9, 

derart, daß alle drei Ecken des Dreiecks AB i C l negativ werden. 
Ferner verbinden wir A,B X und C x mit dem Punkte x = y — O; die 
erstere Gerade berührt f in A, die letzteren schneiden f noch in den 
Punkten B t bzw. C r Da x = y =» o der Pol von z = o in bezug auf 
die Kegelschnitte AqPi,?},?^ ist, berühren die Seiten des Dreiecks 
AB t C t ebenfalls die Kegelschnitte 9>n9>},9>3> uud zwar wird q> x die 
Seiten AB X und AB t entweder beide innerhalb oder beide außer- 
halb berühren; ebenso wird sich <p s gegen B i C 1 und B t C t gleich 
verhalten und auch <p 9 gegen C t A und C 2 A. Daraus folgt, daß 
auch die Ecken des Dreiecks AB i C i alle drei negativ sind. Nun 
lassen wir die Punkte A^B^C^ auf f stetig fortrücken, doch so daß 
die Seiten des Dreiecks AB t C 2 ständig die Kegelschnitte ip t1 tp^Vi 
berühren. Hierbei ändert sich nach Nr. 1 1 der negative Charakter 
seiner Ecken nicht. Rückt bei dieser Bewegung der Punkt C 2 nach 
A, so rückt gleichzeitig A nach C x ; denn C t A muß als Tangente 
von <p s in seiner neuen Lage entweder mit A C t oder mit A C t zu- 
sammenfallen, das letztere ist aber unmöglich; zugleich mag B t nach 
B' gelangen. Während A B x C x einen Tangentenzug (ep x qp,) darstellt, 
haben wir in A B? C x einen Tangentenzug (9>g9>i) vor uns; ihre Ecken 
B l bzw. B' sind negativ. Da ferner sowohl AB X und AC\ als auch 
AB' und AC t eine negative Ecke miteinander bilden, so schließen 
AB X und AB' und in gleicher Weise auch C i B l und C X B' eine 
positive Ecke ein. AB l C 1 B' ist also ein Viereck mit zwei negativen 
Gegenecken A und C x und zwei positiven Gegenecken B x und B,' 
dessen Gegenseiten AB X und C X B' von q> x und dessen Gegenseiten 
B x C x und B*A von qp, berührt werden. Daher der Satz: Sind f, 
<Pv<Ps drei beliebige Kegelschnitte eines Büschels, so kann man f wi- 
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fudlich viele Vierecke von der Art (inbeschreiben, daß zwei Gegen- 
seiten <jp, die beiden anderen <p 8 berühren. Zwei Gegenecken eines 
solchen Vierecks sind stets negativ, die beiden anderen positiv; seine 
beiden Diagonalen berühren ständig zwei feste Kegel schnitte <p s und 
<jp 3 ' des Büchels. 

1 4. Dieser Satz läßt sich sofort auf die w-gliedrigen Tangenten - 
züge anwenden. Wählt man den Sinn der Kegelschnitte (p^y^. 
(p n passend, so sind sämtliche Ecken des Tangentenzuges negativ. 
Nach dem voranstehenden Satz kann man irgend zwei benachbarte 
Glieder des Tangentenzuges durch zwei neue Glieder ersetzen, nur 
daß diese die beiden von jenen tangierten Kegelschnitte in um- 
gekehrter Reihenfolge berühren. Dabei erfahren drei benachbarte 
Ecken des Tangentenzuges eine Änderung; die mittlere von ihnen 
erhalt eine veränderte Lage auf f, die beiden andern behalten ihre 
Lage bei, ändern aber die Richtung eines Schenkels. Bei dieser 
Abänderung des Tangentenzuges bleibt aber der negative Charakter 
der drei Ecken erhalten, was sich unmittelbar aus dem letzten 
Satz ergibt. Durch wiederholte Vertauschung benachbarter Kegel- 
schnitte in der Reihe <p v <Pn erhält man bekanntlich jede be- 
hebige Permutation der Reihe, was zu folgendem Satz führt: Schreibt 
man dem Kegelschnitt f von einem Punkte A ausgehend ztvei n-gliedrige 
Tangentenzüge em, deren Seiten die Kegelschnitte <p v qp 8 , . . .,<p 9 berühren 
aber in verschiedener Reihenfolge, dann ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß auch ihre Endpunkte übereinstimmen, 
die folgende: Wählt man den Sinn der Kegelschnitte <p v <p it ...,q> n in 
passender Weise, so daß sämtliche Ecken des einen Tangentenzuges 
negativ werden, dann müssen auch alle Ecken des anderen negativ 
teerden ; zugleich müssen ihre Anfangsglieder in A (und ebenso ihre 
Endglieder in I?) eine positive Ecke bilden. Natürlich gibt es n\ 
derartige «-gliedrige Tangentenzüge mit gleichem Anfangspunkt A 
and gleichem Endpunkte N entsprechend den nl Permutationen der 
Kegelschnitte <Pi,<Ps, Schließt sich der n-gliedrige Tangenten- 

zug, dann erhält man noch das weitere Resultat: Sind f,<Pi,(py.i<p u 
die Kegelschnitte eines BücJiels, und kann man f unendlich viele n-Ecke 
mbeschreiben, deren Seiten die KegelscJinitte (p i in der Reihenfolge 
9iy9v"9n oerüJtren, so kann man f auch unendlich viele n-Ecke ein- 
btsehreiben, deren Seiten die Kegelschnitte <p t in jeder andern vor- 
gegebenen Reihenfolge berühren. Bestimmt man dabei den Sinn dieser 
Kegelschnitte so, daß alle Ecken der erstgenannten n-Ecke negativ 
«erden, dann tritt gleiches aucli für die übrigen n-Ecke ein. Von den 
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(n-f i) Kegelschnitten des Büchels kann man alle bis auf einen 
beliebig wählen, dieser ist dann eindeutig bestimmt. 

1 5. Die bislang gewonnenen Resultate mögen noch einige An- 
wendungen finden. Laßt man die Kegelschnitte Pt,?*...,?, in einen 
einzigen Kegelschnitt <p zusammenfallen, so werden die beiden ans 
einem Punkt von f an <p gezogenen Tangenten stets eine negative 
Ecke bilden, und es erübrigt eine besondere Bemerkung hierüber zu 
machen. Man hat also den Satz: Sind zwei Kegelschnitte f undtp so 
besctiaffen, daß ein dem ersteren eingeschriebenes n-Eck dem letiterm 
zugleich umgescJirieben ist, so existieren unendlich viele derartige n-Eckc. 
Auch alle gleidi artigen Diagonalen berühren einen und denselben K<gd- 
scJmitt, der sich bei Variation des n-Ecks nicht ändert. Unter gleich- 
artigen Diagonalen verstehen wir hierbei die Verbindungslinien solcher 
Ecken, welche eine bestimmte Anzahl Seiten (k oder n—k) zwischen 
sich einschließen. Ist insbesondere, n eine gerade Zahl, so gehen die 
Verbindungslinien gegenüberliegender Ecken des n-Ecks durch einen 
festen Punkt, nämlich durch eine der Ecken des gemeinsamen Polar- 
dreiecks von f und <p. 

16. Eine zweite Anwendung machen wir auf eine Schar kon- 
fokaler Kegelschnitte. Um dies zu bewerkstelligen, müssen wir zu 
den aufgestellten Sätzen zunächst die dualen ableiten; wir können 
uns jedoch dabei auf den Fall des Dreiecks beschränken, er gibt un- 
mittelbar auch den nötigen Aufschluß für das n-Eck. Der Satz in 
Kr. 1 1 lautet in dualer Übertragung: Kann man dem KegelsdmtU 
f ein Dreieck umscJirciben , dessen Ecken auf den Kegelschnitt* n <p v 
9V 9>s foy»» die mit f eine Schaar bilden, so gilit es unendlich viele 
derartige Dreiecke oder nicht, je nachdem das Dreieck eine gerade 
Arnold von Ecken aufweist, in denen die Tangente an den bez. Kegel- 
schnitt <p t den Kegelschnitt f schneidet, oder nicht. Daß dies wirklich 
der duale Ausdruck jenes Satzes ist, lehrt folgende Überlegung. Es 
seien die Seiten zweier benachbarter dem Kegelschnitt /'umschriebener 
Dreiecke mit a,6,cbzw. a 1 ,6 1 ,c 1 und ihre Berührungspunkte mit <4,i?,C 
bzw. A t ,B v C x bezeichnet. Dann sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
Entweder alle drei Bogenstücke AA v BB ly CC l auf der Kurve f haben 
den nämlichen Fortschreitungssinn, oder der Fortschreitungssinn von 
CCj ist dem von AA l und UB 1 entgegengesetzt. Hierbei ist die 
Kurve /*, sei sie Ellipse, Parabel oder Hyperbel, als durch die stetige 
Bewegung eines Punktes erzeugt gedacht. Im ersten Fall wird der 
Schnittpunkt Oj >: \ in demjenigen Winkelraum der Geraden a und b 
liegen, der den Kegelschnitt /* nicht einschließt; es wird also die 
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Tangente im Punkte axb des Kegelschnittes den Kegelschnitt /" 
nicht schneiden. Ebenso wenig wird die Tangente von <y>, im Punkte 
bxc und die Tangente von <p s im Punkte cxa von f geschnitten. 
Im »weiten Fall gilt für den Punkt a x b das nämliche wie vorher; 
dagegen liegt der Punkt 6 t X c, mit dem Kegelschnitt f in dem 
gleichen Winkelraum der Geraden b und c. Die Tangente von <p 8 
im Punkte b X c schneidet also f und ebenso tut dies die Tangente 
Ton <p 8 im Punkte cXa. Damit ist aber die Dualität des Satzes 
zu dem früheren erwiesen. 

Im speziellen gilt der Satz: Liegen die Ecken eines der Ellipse f 
(Hyperbel) umschriebenen Dreiecks auf den zu f konfokalen Kegel- 
schnitten qpj, g?j, <p s , so gibt es unendlidt viele derartige Dreiecke oder 
nicht, je nachdem eine gerade Anzaltl der Kegelschnitte qp,, q> t , tp s 
Hyperbeln (Ellipsen) sind oder niefit. Liegen die Ecken eines der 
Ellipse f (Hyperbel) umgeschriebenen w-Ecks auf n zu f konfokalen 
Kegelschnitten qp„ qp,, . . <p K , so gibt es unendlich viele derartige 
M-Ecke oder nicht, je nachdem eine gerade Anzahl der Kegel- 
schnitte 9, Hyperbeln (Ellipsen) sind oder nicht. Schreibt man 
einem Kegelschnitt f ein beliebiges n-Eck um und legt durch jede 
der n Ecken die beiden zu f konfokalen Kegelsdmitte, so kann man 
das n- Eck variieren, indem man (n — i) seiner Ecken auf irgend 
(u— 1) unür den hott fokalen Kegelschnitten fortschreiten läßt; dann 
beteegi sich auch die letzte Ecke auf einem konfokalen Kegelschnitt. 
Ist f eine Ellipse (Hyperbel), so betveyt sich eine gerade Anzahl 
der n Ecken auf Hyperbeln (Ellipsen). 

17. Die dualistische Übertragung des Satzes in Nr. 14 er- 
fordert zuvor noch einige Bemerkungen. Wir haben früher den 
Begriff der positiven und der negativen Ecke eingeführt; es geschab 
dies zu dem Zwecke eine charakteristische Eigenschaft der Ecke 
anzugeben, die bei den eintretenden stetigen Änderungen der Ecke 
erhalten bleibt. In gleicher Weise müssen wir hier den Begriff 
der positiven und negativen Seite einführen, der von einer ein- 
tretenden stetigen Änderung der Seite unabhängig ist. Wir erteilen 
der Kurve tp 1 einen bestimmten Durchlaufungssinn, entweder so 
daß das Innere der Kurve ständig zur Linken, oder so daß es ständig 
zur Rechten bleibt (bei einer Hyperbel ist also der Sinn in beiden 
Ästen entgegengesetzt). Wir schneiden jetzt mit einer Geraden 
g und bezeichnen die beiden längs g aneinandergrenzenden Gebiete 
der Ebene irgendwie als linkes und rechtes Ufer von g. Dann 
wird beim Durchlaufen von <j>, einmal ein Übergang vom linken 
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zum rechten Ufer von g und einmal ein Übergang vom rechten zum 
linken Ufer von g stattfinden. Nehmen wir noch einen Kegel- 
schnitt qp 2 hinzu und erteilen auch ihm einen bestimmten Durch* 
laufungssinn, so werden sich auch seine Schnittpunkte mit g da- 
durch voneinander unterscheiden, daß im einen der Übergang 
vom linken zum rechten Ufer, im andern der Übergang vom rechten 
zum linken stattfindet. Auf g Hegen nun vier Strecken, die einer- 
seits von <p x und andererseits von <p 2 begrenzt werden. Von diesen 
vier Strecken sind stets zwei positiv und zwei negativ, wenn wir 
unter einer positiven Strecke eine solche verstehen, in deren End- 
punkten die Kurven <p t und <p s beim Durchlaufen entweder beide 
vom linken auf das rechte Ufer, oder beide vom rechten auf das 
linke Ufer übertreten. Bei einer negativen Strecke ist demnach 
das Verhalten von ep x und qp Ä in den beiden Endpunkten verschieden. 
Man macht sich leicht klar, daß der positive oder negative Charakter 
einer Strecke erhalten bleibt, wenn ihre Endpunkte auf qp t und a, 
wandern, während sie tangential an f bleibt. Ich unterdrücke hier 
den Beweis. Ferner leuchtet ein, daß man irgend eine der vier 
Strecken auf g negativ machen kann, wenn man den Sinn von qp x 
und qp s passend wählt. Nun lautet der duale Satz: Sind f, q> v 
g> 8 , . . ., q> H hon fokale Kegelschnitte und kann man f unendlich viele 
n-Ecke umschreiben, deren Ecken auf den Kegel schnitten <p { in der 
Reihenfolge <p x , <p^, . . ., tp n liegen, so kann man f auch unendlich 
viele n-Ecke umschreiben, deren Ecken auf den Kegelschnitten cp i in 
jeder anderen vorgegebenen Reihenfolge liegen. Bestimmt wan hierbei 
den Sinn dieser Kegelschnitte so, daß alle Seiten der erstgenannte 
n-Ecke negativ sind, dann tritt gleiches auch für die übrigen n-Ecke 
ein. Von jenen konfokalen Kegelschnitten kann man alle bis auf 
einen beliebig wählen, dieser ist dann eindeutig bestimmt. Zuletzt 
mag noch der folgende Satz erwähnt werden: Sind f, q> v <p t drei 
beliebige konfokale Kegelschnitte, so kann man f stets unendlich viele 
Vierecke von der Art umschreiben, daß zwei Gegenecken auf <p v die 
beiden andern auf ep t liegen. Zwei Gegenseiten eines solchen Vierecks 
sind stets negativ, die beiden andern positiv; der Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten liegt auf einem konfokalen Kegelschnitt <p,, der der beiden 
andern auf einem konfokalen Kegelschnitt <jpj. 

18. Wir legen uns jetzt die Frage vor: welche analytische Be- 
ziehung besteht zwischen den Kegelschnitten f, q> v q> v qp 8 eines Büschels, 
wenn ein Schließung ssatz gelten soll, d. h. wenn unendlich viele f 
eingeschriebene Dreiecke existieren sollen, deren Seiten <p ly <p t und <p s 
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berühren. Zu dieser analytischen Beziehung können wir auf ver- 
schiedenen Wegen gelangen. Sie spricht sich z. B. in der Gleich- 
ung l S) *us mit Berücksichtigung der Gleichung 10). In diese 
Gleichung hat man die Koeffizienten von g> lt qp s , q> t einzufahren; 
doch gestaltet sich die Rechnung kompliziert. 

Um zu der gewünschten Beziehung zu gelangen, setzen wir 
zunächst (vgl. ib): 



■9) 



u' v' w 



9>*^a^, + 6^ + c-* = °> 

= o^r + b=~r + c=Tx = °' 
ferner entsprechend 5 a) zur Abkürzung: 



20) 



ß = , ... j L_ + 1 

C a — e 6 — (> c — e ' 



C 9 — + a-p + b- Q c-p» 

und eine analoge Bedeutung sollen A a , B g1 A t , B t , C x haben. 
Aus den Gleichungen 20) folgt: 

A B 2 A T> 2(0—6) 

_ W 2 „ «m» — v; 

lJ * (a-*)(6-*)(c-i) 
Hieraus folgt ferner: 

■(a-ft):(6-c):(c-a)-(^}-Äj):(J^-C;):(Cj-^J), 

| - (^!-«):(J«-C!):(CS-^!) f 

= (^?-i?;):(tf?-Cj):(C?-^), 



^ ^ (a - 9) (6 - p) 7 
4 (a - b) 



sowie: 



2 3) 



4(6 - c) + £J (c - a) + CJ (a - 6) - o 

(5» CS — Ä!) : (CJ ^ - 4 CS) : (il J Ä - 2?* ^J) = 

~ (6 — c) : (c — a) : (a — 6), 
B\Cl-Cl B* + Cj jij - jij Cj + Bj - Bj^S = 0 
4 Cf + B\ CiJi + C*A* B*-A*(«,B\- B\Al C* - 

- CjÄUJ-o. 
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Nun wissen wir, wenn wir in einem der vier Grundpunkte S 
des Büschels die Tangenten an (p t und <jp, ziehen, so schneiden diese 
aus dem Kegelschnitt f zwei Punkte aus, deren Verbindungslinie qp 8 
berührt. Diese beiden Schnittpunkte haben nach 7 a) die Koordi- 
naten : _ — , _ 

A 9 Vb-c, B 9 Yc-a, C Q Va-b, 

und: /— — 

A 0 Vb-c, B 0 Vc-a, C a V^}>. 

Für die Koordinaten ihrer Verbindungslinie kommt: 

* f C 0 -CB 0 C A a -A C a A B n -B A n 
Vb — e Vc — a Ya — b 

Diese Werte in die Gleichung von qp s eingesetzt liefern die Gleichung: 

**) (6_ c )(a-t) (c — a)(b-x) ^ (0-6) (c— r) 

Nun ist aber: 

nn-,(h A(« *\ (a-Q)(a-<s)-(a-b)(a~c) 

z„ c a -c 9 B a -2{b- c) ( Q - 6) {a _ 9){h _ 9) - {c _ 9){a - &){b _^^zr^ 



so daß die Gleichung 24a) übergeht in: 

(b-c) (b-t)(c-t)[(a- Q ) (a-ö)-(a-&)(a-e)]* + . + . = o. 

Die Ausrechnung liefert: 

[(p<f + or + r ? ) - (ab + 6c + ca)] 8 — 

— 4 (pffr — a&c) (p + <j + t — a — 6 — c) = o. 

Dier hier gegebene Ableitung können wir noch in folgender 
Weise abändern, so daß das erzielte Resultat sofort in symmetrischer 
Weise auftritt. Legt man nämlich in einem Grundpunkte £ wieder 
die Tangenten an die Kegelschnitte <?j und so schneiden sie f 
in zwei Punkten, die nicht nur einer Tangente von <p s angehören, 
sondern auch. (vgl. 4) konjugiert sind in bezug auf den Kegelschnitt: 

A 1 x i -{-B t y i + C r *» = o, 
was unmittelbar die Relation liefert: 

24b) A Q A a A t (b-c) + B^B^c-a) + C p C a C x (a - b) ~ o. 

Natürlich führt die Ausrechnung dieser Formel wieder auf 24). 

19. Die Gleichung 24) ist in den Parametern o, ö, t sym- 
metrisch und quadratisch, wie es ja von vornherein zu erwarten 
war. Setzt man q = <y, so heißt das, daß eine zwei-zweideutige 
Verwandtschaft mit sich selbst zusammengesetzt wird, also eine 
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Iteration der Verwandtschaft stattfindet. Hierbei ergibt sich nur 
eine einzige Möglichkeit, indem die beiden Tangenten an den Kegel- 
schnitt mit dem Parameter 0 = a stets eine negative Ecke bilden 
(eine positive Ecke ist ja hier ausgeschlossen). Die Gleichung 24 b) 
besteht auch noch für q = 6 zu Recht und folglich auch die Gleichung 

24) . Diese wird aber im vorliegenden Fall linear in t, wie es sein 
umß, da die quadratischen Glieder sich wegheben. Aus 24 b) und 
23) folgt ferner die Relation: 

25) A\ : B* : C* - (n - x) : (6 - t) : (c - t), 

die ebenfalls die verlangte Beziehung' darstellt. 

Will man die Kegelschnitte <jp finden 1 ), denen man Dreiecke 
umschreiben kann, die /' eingeschrieben sind, so hat man 0 = c = x 
zu setzen; auch hier verliert die Gleichung 24b) ihre Bedeutung 
nicht und die Gleichung 24) geht über in : 

26) o 4 — |p 8 (a + b + c) -f 2Q*(ab -f bc + ca) — 4906c 

+ \(abc(a + b + c) - (ab + bc + c«) 8 ) = o. 

Die gleiche Beziehung muß sich ergeben, wenn man r «=» 0 in 25) 
einsetzt Es geht aber: ^4 8 : (a — 0) = B\ : (b ~ 0) nach 21) 

diese Gleichung ist abgesehen von dem Faktor (A g — B Q ) identisch 
mit: 

26a) B 9 C 9 +C 9 A 9 + A 9 B 9 -o. 

Diese Beziehung muß mit der bekannten Bedingung übereinstimmen, 
die aussagt, daß man: x 8 + y 8 -f- £ 8 «= o ein Dreieck einbeschreiben 
kann, das zugleich Polardreieck von: A Q x* + B Q if + C Q z* = 0 ist. 
Das ist aber der Fall, wenn: 

1 1 1 

A 7+ W + T = 0 
Ä 9 B Q C Q 

ist, was mit Rücksicht auf 25) sich auch in der Form: 

T^ 1 — + — 1 + = O, oder 

ya — Q Vb — Q Vc — Q 

b) I (« - *y (p - e) 8 + (b - 9 y (c - P ) 8 + (c - ^ (« - Q y - 

I - 2 (a-0) (6-0) (c-0) [a -0 + 6-0 + c-ol - o 
schreiben läßt. 

1) Vgl. Cayi*ky an der in der Einleitung zitierten Stelle. 
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Will man den Kegelschnitt <p so bestimmen, daß man ihm 
unendlich viele Virrecke umschreiben kann, die zugleich f ein- 
geschrieben sind, so müssen sich ihre Diagonalen in einer Ecke des 
gemeinsamen Polardreiecks von /' und <p schneiden Wir haben 
demnach hier g — a zu setzen und zugleich x « a oder x = b oder 
t =» c. Noch 25) folgt somit, daß der Parameter q von q> einer 
der drei quadratischen Gleichungen: A f «— o, B () = o, C f = o ge- 
nügen muß. Für die betreffenden sechs Kegelschnitte q> gilt also 
die Gleichung: 

27) A^C^o. 

20. Damit sich einem Kegelschnitte <p unendlich viele Dreiecke 
bzw. Vierecke umschreiben lassen, die zugleich dem Kegelschnitt f 
einbeschrieben sind, muß, wie wir soeben sahen, sein Parameter g 
der Gleichung 26a) bzw. 27) Genüge leisten. Es soll uns nun 
weiterhin die Frage nach der Parametergleicliung eines Kegel- 
schnittes <p w dem allgemeinen Falle beschäftigen, wo unendlich viele 
dem Kegelsclinitte f eingeschriebene und zugleich <p umscJiriebene 
n-Eche existieren. Diese Gleichung wollen wir kurz als die Be- 
dingungsgleichung für das n-Eck bezeichnen; ihre Wurzeln sind die 
Parameter solcher Kegelschnitte y, denen man «-Ecke der verlangten 
Art umschreiben kann. 

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchung bildet die Gleich- 
ung 24). Aus ihrer Form 24 b) erkennen wfr unmittelbar, daß 
sie völlig ungeandert bleibt, wenn man die Größen a, 6, c, o, a, t 
alle um dieselbe Größe vermehrt oder vermindert. Wir ersetzen 
diese Größen durch (a — g\ (6 — g\ (c — g\ o, (a — g), (r — g) 
und erhalten: 

2 8) Ko-o) (x- Q ) - (a-g) (ft-e) - (b-g) (c-g) - (c-g) (a-g)]> 

+ 4(o-?) (b— g) (c—g) [<J-(> + r— g-(a— g-{-b— p-f c— g)] = 0. 

Für die weiteren Rechnungen empfiehlt es sich die folgenden Ab- 
kürzungen einzuführen: 

(A Q + B v + C,) (a - g) (b - g) (c - g) - Sl , 

(A Q B, + B, C, + C7, ^) (a - g)> (b - (c - g)> = c„ 

~ 9 ' U i? p C7, (a - g)> (b - gf (c - g)> = S „ 
4(a - ? )(fe-p)(c- ? )-^; 

sie sind gemäß 21) verknüpft durch die Relation: 

30) - 2 g t - Si ). 
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3«) 



Dadurch geht jene Gleichung über in: 

[(* ~ P) 0 — P) - SiV + *t (* - 9 + * - (0 — «i — S* — ° » oder 

3») (tf-ri f (T-p) f -2 Sl ((F-ri(f-ri+d f (a-^ + T-e)-ft-0- 
Liegen 0, S, T y P auf dem Kegelschnitt f y und berührt OS den 
Kegelschnitt mit dem Parameter <j, so mögen die beiden Tangenten 
aus S an den Kegelschnitt y (mit dem Parameter q) die Sehnen 8 P 
und S T sein. Dann berühren die Sehnen 0 P und 0 T zwei Kegel- 
schnitte des Büschels mit den Parametern it und x respektive. 
Diese Parameter sind Wurzeln der voranstehenden Gleichung, in 
der o als gegeben angesehen wird. Demnach gelten für diese 
beiden Wurzeln die Relationen: 

O - q)* (n - t + i - q) - 2 ?l (a - q) + & 2 = o, 

(<* - qY (it - q) (t — o) — &i (<s - o) + fff = o. 

Wir wählen nun auf dem Kegelschnitt f die Punktreihe o, I, 
2, 3, 4, . . . derart, daß die Sehnen o i, i 2, 2 3, 3 4, . . . den 
Kegelschnitt q> mit dem Parameter q berühren. Dann berührt auch 
jede der Sehnen 02, 03, 04,... einen ganz bestimmten Kegel- 
schnitt qp t , 9 8 , q> v . . . des Büschels, deren Parameter tf„ tf a , <f 4 , . . . 
sein mögen. An und für sich gibt es ja immer zwei Kegelschnitte 
in dem Büschel q> — %f = o, die eine Sehne o* berühren; aber nur 
der eine von ihnen bleibt fest, wenn der Tangentenzug 01234... 
an y, dessen Ecken auf f liegen müssen, variiert wird. Nach 32) 
gelten hier die Relationen: 

33) 1^' ~~ ~ 9 + a< + 1 ~" ^ ~ 2 Sl ^' ~ ^ + ^ = °' 

- 9) ('# - 9)* (ei+1-9)- *t (*# - e) + si - °> 

wobei i — 2, 3, 4, ... zu setzen ist. 

Die letztere Relation stellt aber eine bequeme Rekursionsformel 
zur Berechnung von <r <+1 dar, wenn <s i _ l und c i bekannt sind. Wir 
werden alsbald auf diese für unser Problem fundamentale Relation 
zurückkommen, vorher müssen wir jedoch Erwägungen ganz anderer 
Art anstellen. Doch seien hier anschließend noch die Werte von 
(0, — p), (o-j — p), (<f 4 — 0) angegeben. Da c x — 0 ist, folgt sofort: 

34) \h -9 - -»!)*; - 2 %**. 

y a - C - ( - + 4Si Ss Sa - 4«J) 
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Die Größen g x , c 8 , c s und # 2 sind ganze rationale Funktionen 
in p vom zweiten, vierten, sechsten und dritten Grade; sie sind zu- 
gleich in den Ausdrücken (a — p), (6 — p), (c — p) homogen vom 
zweiten, vierten, sechsten und dritten Grade. Ferner sind die Größen 
o*, — p, o* s — p, <f 4 — p, wie ihre obigen Werte unmittelbar zeigen, 
gebrochene rationale Funktionen in p vom ersten Grad, und zwar 
sind ihre Zähler in den Ausdrücken (a — p), (6 — p), (c — ^) 
homogen vom vierten, neunten und sechzehnten Grade, während 
die Grade ihrer Nenner um eine Einheit niedriger sind. Die Gleich- 
ungen 33) zeigen, daß alle Größen (a ( — p) gebrochene rationale 
Funktionen ersten Grades in 0 sind; ihre Zähler und Nenner sind 
homogen in den Ausdrücken (a — p), (b — p), (c — p). 

21. Was bedeutet nun das Verschwinden und was das Un- 
endlichwerden der Funktion (a n — p)? Wird c 9 = p, so fällt der 
diesem Parameter entsprechende Kegelschnitt q> n mit dem Kegel- 
schnitt q> zusammen, dessen Parameter p ist. D. h. die Sehne On 
ist eine Tangente von g>; mit anderen Worten o» ist Seite eines f ein- 
geschriebenen und ep umgeschriebenen (w + 1 )-Ecks oder (n— i)-Ecks. 
Dabei sind auch diejenigen (n -f i)-Ecke und (w — i)-Ecke mit- 
zurechnen, die in ein mehrfach zu zählendes geschlossenes Polygon 
von kleinerer Eckenzahl ausarten. Man hat also alle Polygone 
mitzuzählen, deren Eckenzahl ein ganzzahliger Teiler von (n -+- 1 ) 
oder von (n — 1) ist. Ist n gerade, so haben (w+ 1) und (n — 1) 
keinen gemeinsamen Teiler; es kommen also außer (n + 1) und 
(» — 1) selbst sämtliche Teiler von (» + 1) und sämtliche Teiler 
von (n — 1) in Betracht. Ist dagegen n ungerade, so besitzen 
(n -f- 1) und (« — 1) den gemeinsamen Teiler 2. Es kommen 
also auch hier sämtliche Teiler der einen und sämtliche Teiler der 
anderen Zahl in Betracht nur mit dem Unterschiede, daß der Teiler 2 
nur einmal zu nehmen ist. Der Teiler 2 spielt also eine besondere 
Rolle. Das Verschwinden des Zählers von (a n — p) stellt mithin 
die BedingungsgleicJiung für ein wirkliches oder ausgeartetes (n — 1)- 
Eck oder (n -f- 1 )-Eck dar. Wir bezeichnen die Bedingungsgleichung 
für ein wirkliches oder ausgeartetes (n — i)-Eck mit S n _ l (p) = O 
und diejenige für ein wirkliches oder ausgeartetes (n -f- i)-Eck mit 
Ö n + 1 (p) = o, wobei wir jedoch ausdrücklich festsetzen, daß die 
Zweiecke als Ausartungen des (n + i)-Ecks oder des (n — i)-Ecks 
auszulassen sind. Alsdann wird der Zahler der Funktion (tf Ä — q) 
entweder S n _ 1 (p) • ß H + 1 (p) oder & n _ t (p) • S H + , (p) . 0 2 (p), je nach- 
dem (n ± 1) eine ungerade oder gerade Zahl ist. Dabei stellt nach 
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29) # 2 (p) — o die Bedingung für ein Zweieck dar. Die ganzen 
Funktionen S n _ 1 (g) und 0 n + 1 (p) zerfallen selbst wieder in eine 
Anzahl rationaler Faktoren entsprechend den ganzzahligen Teilern 
der Zahlen (n — i) und (n + i) (abgesehen vom Teiler 2). Diese 
Faktoren müssen auch rational in den Größen s 2 » Ss sein, denn 
sie treten bei den betreffenden Zahlen selbst gemäß ihrer Definitions- 
gleichung als rationale Funktionen auf. 

Die Funktion (a n — p) wird unendlich von der ersten Ordnung 
für 0 = 00, außerdem Überall, wo ihr Nenner verschwindet. <s n 
nimmt also in den Nullstellen des Nenners von (a n — p) den Wert 
unendlich an, d. h. der zu dem Parameter <s H gehörige Kegelschnitt 
<p H fallt mit dem Kegelschnitt f zusammen: mit anderen Worten 
die Sehne on wird zur Tangente von f y der Punkt n konizidiert 
mit dem Punkt o. Das Verschwinden des Nenners von (a n — p) 
ßhrt mithin zu einem wirklichen oder ausgearteten n-Eck. Bezeichnet 
man wie vorher die Bedingungsgleichung für ein wirkliches oder 
ausgeartetes n-Eck mit © n (p) = o, wobei wieder das Zweieck als 
Ausartung auszuschließen ist, so muß für die Wurzeln dieser 
Gleichung immer auch der Nenner von (<J n — p) verschwinden und 
umgekehrt. Natürlich muß dieser Nenner bei geradem n auch 
für 0j (p) = o verschwinden. 

Aus den Werten von (a, — p), — p), (<f 4 — p) ersehen 
wir, daß: 

83 — £ s — o die Bedingung für das Dreieck, 
Ö 4 = 2 c s « o die Bedingung für das Viereck, 
ä 5 = (— g\ + 4?i Si ~ 4sJ) = o die Bedingung für das 

Fünfeck 



35) 



ist. Mit Anwendung unserer neuen Bezeichnung kommt: 



36) 



'(•. 


-9) 




- f) 


.<*« 





Es wird also hier der Nenner der Funktionen gleich Gl (p) bzw. 
$5 (0) 9 2 je nachdem n ungerade oder gerade ist; ganz ebenso ver- 
balt es sich im allgemeinen Fall. Man hat sich das so vorzustellen, 
daß der Punkt n auf f sowohl von der einen wie von der anderen 
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Seite in den Punkt o hereinrücken kann; bei dem Zweieck fallt dies 
jedoch weg, da der bezügliche Kegelschnitt ein Geradenpaar, seine 
Tangente also ein Strahl durch seinen Scheitel ist. In der Tat 
lehrt die Gleichung 33): 

daß (<s i — 0) nur dort unendlich wird, wo (<f<_, — q) oder (<J i+1 — q) 
verschwindet. Es ist aber nach dem vorher Gesagten 6, _ t • ©} • & ( + t 
bzw. &l B i _ i • 8? • S i + f der Zähler von (tfj.j — q) (<f <+1 — p), je 
nachdem t ungerade oder gerade ist. In den Nullstellen von 0 4 _f 
und + j kann aber (ö < — q) gemäß seiner dargelegten Bedeutung 
nicht unendlich werden. Bei ungeradem t wird also (<f 4 — q) un- 
endlich vom zweiten Grade in den Nullstellen von 6,. Bei geradem t 
wird (a ( — q) ebenfalls vom zweiten Grade unendlich in den Null- 
stellen von 8 { , außerdem aber vom ersten Grade unendlich in den 
Nullstellen von # 8 . Denn alsdann tritt im Nenner von tf< — 9 der 
Faktor auf, so daß: — g t : (ö { — q) den Faktor 9 t und: 
— (tf< + i — q) den Faktor #J erhält. Hiermit ist nachge- 
wiesen, daß allgemeiu: 



37) 



0 8 

- Q ) = -~J-ef +1 für jede ^eraife Zahl » 
(<?,. — — ^2 +1 ^ J e vngrrvdt Zahl t ist 



38 a) 



Die Gleichungen 33) gehen dabei für gerades i überein: 

+ - »< »< +1 + «J «J - o, 

dagegen fQr ungerades i über in: 

- »1 «<-i «i+i + ?. *? - 0. 



38 b) 



22. Zunächst ermöglichen uns diese Gleichungen den Grad der 
ganzen rationalen Funktionen 6, zu ermitteln. Ist 2), dieser Grad, 
so gibt es genau D i Kegelschnitte qp, denen man teils wirkliche 
teils ausgeartete i-Ecke einbeschreiben kann, die zugleich f um- 
schrieben sind. Hierbei ist wieder die Ausartung in Zweiecke 
nicht mit inbegriffen. Die zweite Gleichung 38 a) und die zweite 
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Gleichung 38b) geben durch Vergleich der Grade des ersten und 
letzten Gliedes übereinstimmend für gerades und ungerades i: 

39) A + i- 2 0< + 4. 

Bildet man aber von der Zahlenreihe . . . D <+4 , D <+J \ D<, 
D,_ 4 , ... die erste und dann die zweite Differenzenreihe, so ist 
der Wert der Glieder dieser letzteren nach unserer Relation kon- 
stant, nämlich gleich 4. Bekanntlich werden jedoch die Glieder der 
zweiten Differenzenreihe der Zahlenreihe F(2\ ^(4), F(6), . . . oder: 
F'(s), F'(s)i • • • nur dann einander gleich, wenn F bzw. F' 
ganze Funktionen 2. Grades der Zahl t sind. Demnach hat man: 
D t . = A + B t + C* für geradzahliges t und D, - A' + B'i + (fi % 
für ungeradzahliges t. Aus der obigen Relation folgt noch weiter 
C = Cf = \. Nach 35) sind die Werte J) s = o, 7) 8 — 4, D 4 = 6 t 
D 5 12; mit ihrer Hilfe findet man: B => o, A = — 2, bzw. B' — o, 
4' =- - so daß; 

40) {A-i-* oder/),-; 8 -; 

wird, je nachdem i gerade oder uwjerade ist. 

1» 

Jw «fem Kegelschnittbüschel: q> — xf=o gibt es also D t ^- — 2 
»' 1 

wter Z), = 2 — ^ Kegelschnitte derart, daß man ihnen entweder 

trirkliehe oder ausgeartete i-Eckc umschreiben kann, die zugleich dem 
Kegelschnitt f eingeschrieben sind. Die erstere Zahl gilt für gerades, 
die letztere für ungerades i. Dabei ist von den etwa auftretenden 
Zweiecken abgesehen. 

23. Die Funktionen sind ganz und rational in q vom Grade 
D { ; sie sind insbesondere homogen, ganz, rational und symmetrisch 
in den Größen (a — p), (b — ^), (c — q). Auch als Funktionen 
Yon g v g ir c 3 sind die B i ganz und rational. Nun ist g 1 vom 
zweiten, g s vom vierten und g s vom sechsten Grade in p, also 
$f$jf gj vom Grade: (2 a -f- 4 ß -f- 6 y) in p. Bezeichnet man wie 
gebräuchlich die Zahl (« + 2 ß + 3 y) als das GewicJU des Aus- 
druckes $f s$, so kann man sagen: Die Funktionen S { sind ganze, 
rationale Funktionen von g v g if g s . deren sämtliche Glieder isobar 
vom Gewichte \D { sind. 

Die Rekursionsformeln: 

| fy-i Ö l+2 = S i _ l S i + l — e a für gerades t, 
I ö <-j « < + 2 = »fe,..! 6 < + 1 - c, 0* für ungerades i 

Math-phyi. Klaas« 1908. Bd. LX. 9 
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dienen zur sukzessiven Berechnung der 6,; sie zeigen uns zu- 
gleich, daß: 

( ö i-t + i ~ Si ö ?) : ö <-s ^ gerades i, und 



ganze rationale Funktionen sind. Es bestehen indessen noch eine 
Reihe weiterer Beziehungen zwischen den Funktionen 6, zu denen 
wir in folgender Weise gelangen. 

Wir betrachten die Funktionen : (a k — <x<), wobei wir annehmen, 
daß k > i und beide Zahlen relativ prim zueinander sind. Soll 
unsere Funktion verschwinden, so gehört a k = <s i einem Kegelschnitt 
als Parameter zu, der zugleich die Sehnen oi und ok von f berührt 
Dann müssen aber oi und ok Diagonalen eines {k -f- t)-Ecks oder 
eines (k — i)-Ecks sein. Die Nullstellen der Funktion — 
müssen also übereinstimmen mit den Nullstellen von S k + i und 
& k _ { ; außerdem wird sie, falls (&± i) gerade ist, auch noch in den 
Nullstellen von verschwinden. Bilden wir die Differenz von 
(a k — q) und (o, — q) aus ihren Werten 37), so muß der Zähler 
der gebrochenen rationalen Funktion abgesehen von einem Zahlen- 
faktor A mit S k+{ - & k _ i übereinstimmen, wozu noch der Faktor 
treten kann. Hieraus ergibt sich: 



Besitzen k und t einen gemeinsamen Teiler 9, so läßt sich aus allen 
Gliedern dieser Relationen der gemeinsame Faktor 6% abspalten. 
Bestimmt man nach 40) den Grad der einzelnen Funktionen 0, so 
erkennt man, daß die Glieder einer jeden Relation von gleichem 
Grade sind, wie es sein muß. 

Zu erwähnen ist hier noch, daß die Funktion S i sich in einzelne 
Faktoren, die in g v £ s ganz, rational und isobar sind, zerlegen 
läßt, sobald i keine Primzahl ist. Bezeichnet man mit a, 0, y, . . . t 
die einzelnen Teiler der Zahl i, und ist hiermit die Gesamtheit ihrer 
Teiler (vom Teiler 2 abgesehen) erschöpft, so hat man eine Relation: 



(*i + i - 3?) : *<-i ft* ungerades i 



41) {^e M e A+1 ef 



V 




42) 
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Dabei stellt 9 a (q) «=- o die Bedingungsgleichung für die wirklichen 
(nicht ausgearteten) «-Ecke dar; ebenso entspricht das Verschwinden 
von ^(^) den wirklichen ß-Ecken, usw. 

24. Die Werte von 0 S , 0 4 und S 5 sind bereits unter 35) ge- 
geben; wir wollen hier noch einige Funktionen 1 ) S H hinzufügen, die 
sich mit Hilfe der Formeln 38) und 41) leicht gewinnen lassen. Dabei 
ist zu beachten, daß 0 1 und 6, gleich der Einheit sind. Man findet: 

e « = ö a ö 5 _ S* 84 = ( — + 4Si St 9 S — 8 s\) — ^3 ^6 • 
*-(*f*i-«!)*4 

= ?t GS - 1 2 9i h + 1 2 $t + 48 ?5 S\ - 1 1 2 Sl g} $ » + 64 gl g J 

- 64 g\ g] gl + 256^ <?| cj - 3 8 4<?i 9, £ + ^fj) - fr s 4> 9 . 

-8o^sJ-6 4 fi lft fiJ + 645S). 

Die Formeln 38) 41) dienen auch dazu die # mit höherem Index 
durch solche mit niederem Index auszudrücken. Dabei bestimmt 
sich der Zahlenkoeffizient Ä durch Vergleich der höchsten Potenzen 
von c,. Hier führe ich eine Reihe solcher Relationen an: 

0 9 = #f #4 # 6 — #J = #5 # 7 — #| # 4 #| = #5 #g — # 6 0 7 , 

*U *" «6 «7 "~ ^2 ^3 ^4 ^6 = &t «4 ^6 ^8 ^5 «7 = «6 «10 ~ ^6 #7 «8» 

•»"K«. *.-•?), 

°tt = #J «4 #6 «8 ~ # 6*7- 

i) Man vergleiche die Funktionen ^> n bei Halphen, Traite" des 
fonctions ellipt. Bd. i, p. 100. 

9* 
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Die Bedingungsgleichungen für das nicht ausgeartete Fünfeck, Secks 
eck, Siebeneck, . . ., Dreizehneck sind hiernach: 4> 5 = 0, 0 6 — o t 
0 T — o, . . ., 0 1S — o. 

Man kann mit Hilfe der Relationen 41) auch die Bedingungs- 
gleichungen für höhere »-Ecke angeben. So wird die Bedingungs- 
gleichung für das: 

14- Eck 

1 5- Eck 

16- Eck 

17 - Eck 



e\ o 4 #J $ 8 o 10 — # 7 =■ o, 

^5 ^7 ^10 ~ ^6 &l = °f 



23-Eck: o}j o ls — &l &l dj & b 0* # 10 4>J, — O. 

Noch mögen hier ein paar Wort« über den Grad der einzelnen 
Funktionen & ( angefügt werden. Die Gamtheit aller »-Ecke, so 

wohl der wirklichen wie der ausgearteten, war D n — - — 2, biw 
w 1 1 

=» , je nachdem » gerade oder ungerade ist; doch waren 

2 2 

hierbei die Zweiecke nicht berücksichtigt. Nimmt man auch noch 
die Zweiecke hinzu, so ist die Gesamtheit aller »-Ecke durch: 

D (») = -j- 1 , bzw. 2) (») =» gegeben. Ohne auf den all- 

2 2 2 

gemeinsten Fall einzugehen, der etwas umständlich in der Dar- 
stellung wird, will ich annehmen, daß: » = jp° gt* r r sei, wo j>, r 
Primzahlfaktoren bedeuten. Bezeichnen wir noch mit d («) den 
Grad von so setzt sich d (w) in folgender Weise aus den D (t) zu- 
sammen. Es ist d («) = D (n) — ^d (t), wo für • alle Teiler von 
« zu setzen sind. Weiter ist: d(n) «= Z)(«) — D(jp- 1 q?ri) 

- D(jfQ*- l rr) - D^qPrr- 1 ) -f J£d(i) +J£d(k) + ^(/) 

— ^d(tn), wo für t alle Teiler von j? a ~ 1 r y *~ 1 für & alle Teiler 
von p"- 1 ^**- 1 für J alle Teiler von p a - x q?- l r^ und für w alle 
Teiler von p a - l qP-*r*- 1 zu setzen sind, diese Zahlen selbst mit 
einbegriffen. Endlich wird der Grad der Bedingungsgleichung rar 
die nicht ausgearteten »-Ecke: 

d(n) = D(«) - D(p a - i q( i ry) — D(j> V 1 r?) - Z>(p V" ') 
43) + Dfrqf-irr-i) + V*^" 1 ) 

+ D(p a -V _1 r y )- DO^-V- 1 !*- 1 )- 



Digitized by Google 



Das Schlikszunqspboblem v. Poncblkt u. kink okwisse Erwxitkbunq. 131 



25. Zum Schluß noch einige Worte zur Behandlung des Pro- 
blems mittels elliptischer Funktionen. Die zwei-zweideutige Ver- 
wandtschaft: 

x*A* — p(x* + X 1 ) + 2qxX +1=0 

führt zu der Differentialgleichung: 

rix = dl 

Vx« — Jtx*+ I " Vi 4 — kl'+ l " 

Die gleiche Differentialgleichung besteht auch für die weiteren Ver- 
wandtschaften; denn für j?, g, p v q v q„ usw. gilt ja die Be- 
ziehung 1 oa). Nimmt man die Differentialgleichung zwischen X und p 
hinzu, so folgt eine ebensolche Gleichung auch für x und p. Hieraus 
kann dann geschlossen werden, daß auch zwischen x und p eine 
zwei-zweideutige Verwandtschaft besteht Geht man zu den Inte- 
gralen über, so ergeben sich für die Verwandtschaften die Relationen: 
^=2±2lund2 — 3R±JB, wenn Ä, 2, W die bez. Integrale und 
& und 93 bestimmte die Verwandtschaften charakterisierende Kon- 
stanten sind. Durch Zusammensetzen ergeben sich die beiden zwei- 
zweideutigen Verwandtschaften: Ä — ± (21 + 93) und R = 9R 
± (!Ä — 93). Hieraus lassen sich dann wieder die früher ent- 
wickelten Resultate und Sätze ableiten. 



Dnwkf.rtig erklärt n6. IV. 1908.] 
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SITZUNG VOM 24. FEBRUAR 1908. 

Zur Theorie der Gelenksysteme EL 

Von 

Martin Kkavse. 

In einer Arbeit gleichen Titels 1 ) ist gezeigt worden, wie durch 
geeignete Fragestellung mit Hülfe der elliptischen Funktionen eine 
Anzahl von übergeschlossenen Gelenkmechanismen in systematischer 
Weise abgeleitet werden kann. Solcher Fragestellungen wird es be- 
liebig viele geben können. Wir wollen aus ihnen eine weitere heraus- 
greifen, die mit der vorhin angedeuteten in engem Zusammenhang 
steht, aber eine besondere Betrachtung notwendig macht. Sie ent- 
steht aus der ersteren, wenn die Punkte A, B, C, D in die ent' 
sprechenden Seiten des Gelenkvierecks Jtf, N, P, Q hineinfallen und 
die Eckpunkte des zweiten Gelenkvierecks M V N V P V Q t alle in einen 
Punkt zusammenfallen. 

§ >• 

Normierung des zu behandelnden Problems. Redoktion desselben auf 
die Untersuchung dreier quadratischer Gleichungen, deren Koeffizient« 

doppelt periodische Funktionen sind. 

Nach dem in der Einleitung bemerkten normieren wir das Prob- 
lem folgendermaßen. Gegeben ein Gelenkviereck mit den Seiten: 

AB~a, BC = b y CD — c, DA = d, 

wobei dieselben in dem durch die Reihenfolge der Buchstaben an- 
gedeuteten Sinne zu durchlaufen sind. Ferner ist ein Punkt F ge- 
geben und mit je einem Punkte der genannten vier Seiten fest ver- 
bunden. Die Verbindungslinien bezeichnen wir durch a, ß, y, 
wobei diese Linien in der Richtung von ihrem jedesmaligen Schnitt- 
punkt mit den Seiten des Gelenkvierecks zum Punkte F hin zu durch- 
laufen sind. Die auf den Seiten des Gelenkvierecks abgeschnittenen 

1) Siehe diese Berichte. Juli 1907. 
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Stücke bezeichnen wir durch Oj, a^; 6j, o 2 ; Cj t c^; t^,^ und geben 
diesen Linien dieselben Richtungen wie den entsprechenden Seiten 
a, 6, c, ti. Es wird dann im allgemeinen ein starres System entstehen. 
Wir fragen, wann dasselbe ein einfach unendlich veränderliches werden 
kann, so zwar, daß bei festgehaltenem AD und bei festen Werten der 
Größen a, b, c, d, a, ß, y, 6 einfach unendlich viele Lagen des Systems 

Es ist nun klar, daß das ursprüngliche Gelenkviereck A,B, C,D 
bei den angegebenen Konstruktionen in vier Gelenkvierecke zerfallt 
und wird daher die Aufgabe darauf herauskommen, zu untersuchen, 
wann diese vier Gelenkvierecke bei unendlich vielen Lagen zusammen- 
bestehen können. Für ein jedes Gelenkviereck bestehen zwei Glei- 
chungen, die man 
erhält, wenn man 
die Seiten des- 
selben auf zwei 
aufeinander senk- 
recht stehende ge- B\ 
rade Linien pro- g\ 
jiziert und die 
Summe der Pro- 
jektionen gleich a '\ 

Null setzt. Wir A ^ 

wollen diese bei- ' 
den Gleichungen für ein jedes der vier Gelenkvierecke wirklich auf- 
stellen. Dazu nennen wir die Winkel, welche die Seiten a, b y c, d 
mit einer beliebigen Geraden bilden, a)j, <p^ <p^ f qp^, die Winkel, 
welche die Seiten a, ß, y, ö mit derselben Geraden bilden, 
*>'v V'v 8eteen ferner: 

(o t «'*'-<;, 

(2) e <ip ' *=u' t für f : 1, 2, 3, 4, 

so lauten vier der acht Gleichungen: 

«i< + + k - ««1' - °. 

Vs + Cj<j + yu't — ßu' s = O, 

Vs + *it'4 + t* A — y*l — o, 

a\t[ + aJl + uu[ - öu' 4 — o, 

während die anderen vier aus ihnen entstehen, wenn wir an Stelle 
der Größen t' t und u\ die reziproken Größen einsetzen. 
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Die ersten vier Gleichungen dividieren wir durch t' v 
ferner: 

(4) \ - t. . 

(5) - «. , 

so können wir dieselben schreiben: 

(6) ßu t = at^ — a t t t — 6^ , 

(7) y«j — ««i + + c t <5 + <*, 

(9) afj + ft^ + + d — o. 

Die letzten vier Gleichungen können in die Form gebracht werden: 



«t ~ «1 ~ *T _ V 



(lO) 



(.3) .J + J. + .J+i_o. 

Es fragt sich, wann diese acht Gleichungen für unendlich viele Werte 
der Größen u und t zusammenbestehen können. 

Durch Multiplikation der rechten und der linken Seiten der 
Gleichungen (6), (7), (8) mit denen der Gleichungen (io),(i i),(i2) 
erhalten wir die Gleichungen: 

(14) «u 1 i t + ^r 1 -a'-«'-x 1 r„ 

(15) «n,j, + ^r,-y»-«»-i,r„ 



(16) «^x, + u " r, + r„ 

wobei gesetzt igt: 

T, - a,<, + + d, X, - + 5 L + d| 
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Wir können diese Gleichungen an 8telle der Gleichungen (10), 
(11), (12) in Betracht riehen. Von den Gleichungen (6), (7), (8) 
können wir zunächst auch völlig absehen, da dieselben lediglich die 
Werte u,, u,, u 4 liefern, wenn die Größen t und die Größe Uj ge- 
t. Mit anderen Worten das Problem kommt auf das folgende 
j: Wann können die Gleichungen (9), (13), (14), (15), (16) 
mit den vier Unbekannten *j, ^, ^, u x für unendlich viele Werte 
derselben zusammenbestehen? 

Wir wollen zunächst die beiden Gleichungen betrachten: 

+ bt % + ct i + d=0, 

f+.J. + J-M-a 

Ans ihnen folgt, daß die drei Größen t ly ^ sich als doppelt- 
periodische Funktionen eines Parameters darstellen lassen und zwar 
wird: 

(17) «.-(dnfl. + dnp.)» 
{ } N t - sn*0 f - snV.« 

Dabei sind die Größen (i a Konstanten, die sich dui'ch die gegebenen 
Seiten des Gelenk Vierecks a, b, c, d darstellen lassen, ebenso wie der 
Modul x*. Die Größen 0 V 0 21 0 8 sind veränderlich und zwar bestehen 
xwischen ihnen die Beziehungen: 

(18) $ t — $ i = fi,, B % — 0 8 = , 6 S — e t = p t . 

Es bleibt also nur eine von ihnen willkürlich. Wir wählen die 
Größe ß v 

Machen wir von diesen Darstellungen Gebrauch, so bleiben 
lediglich die Gleichungen (14), (15), (16) zu betrachten übrig. Es 
sind das drei quadratische Gleichungen mit derselben Unbekannten 
«1, deren Koeffizienten doppeltperiodische Funktionen von B 1 sind. 
Die Aufgabe lautet nunmehr: 

Es sollen die hinreichenden und notwendigen Bedingungen dafür 
aufgestellt werden, daß diese drei Gleichungen für unendlich viele Werte 
von 0 t gusammenbestehcn können. 

Lösung des gestellten Problems. 

Die nächstliegende Art in der Behandlung des gestellten Prob- 
lems bestände in der Bildung der Resultante je zweier der drei 
quadratischen Gleichungen. Jede der drei Resultanten müßte iden- 
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tisch verschwinden. Die Durchführung dieses Gedankens führt zu 
einigermaßen komplizierten Untersuchungen. Einfacher kommt man 
auf dem folgenden Wege zum Ziel. Jedenfalls ist u x eine doppelt- 
periodische Funktion von B v Die möglichen endlichen Unendlich- 
keitspunkte, die alle Pole sind, können leicht angegeben werden. 
Es sind das entweder diejenigen Stellen, für welche der Koeffizient 
von u\ gleich Null wird, oder aber die Unendlichkeitspunkte der 
anderen Koeffizienten. Als solche kommen für uns die drei Stellen 
in Betracht: 

01 = ^1' #i = — Oi = f 8 _ th Ä f*4- 

Soweit dieselben Unendlichkeitsstellen der Koeffizienten sind, sind 
es Pole erster Ordnung. Es folgt dann unmittelbar, daß u^ für diese 
Werte höchstens von der ersten Ordnung unendlich groß werden kann. 

Unter solchen Umstanden sind acht und nur acht Fälle möglich. 

Wir können setzen: 

w i - ä^=£ + e o + -*) + ••' 

+ + *) + ••■ 

- e~l l - + 9 o 4- g x (0, - fO + • • • 

Dann sind wie in der früheren Arbeit die acht Fälle zu unterscheiden : 

1) die drei Größen e_ n f_ ly g_ x sind von Null verschieden, 

2) „ „ „ „ „ „ gleich Null, 

3) eine der drei Größen e_ l ,f_ l , g_ x ist gleich Null, die beiden 
andern von Null verschieden, 

4) zwei der drei Größen e_ lf f_ t , g_ t sind gleich Null, die dritte 
von Null verschieden. 

Um die Betrachtung dieser acht Fälle handelt es sich. 

Hierbei wollen wir von vornherein alle speeieUcn Annehmen 
über die Größen a, b, c, d, a, ß, y, ö ausschließen, insbesondere die 
Fälle, in denen eine oder mehrere derselben der Null gleich sind. 

Es werden dann unsere Resultate nur im allgemeinen richtig sein. 

Die Art der Betrachtung geht nun dahin. 

Wir entwickeln die rechten und die linken Seiten unserer drei 
Gleichungen (14), (15), (16) um die drei Punkte fi v — fij, fi^. Es 
müssen sich identische Gleichungen ergeben, indessen können wir 
uns auf die Koeffizienten der ersten negativen Potenz und auf die 
konstanten Glieder beschränken. 
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Nehmen wir zunächst den Punkt B x = fc, und setzen die Ent- 
wicklung an: 

(0 ^ " Ö t -Vi" + f ° + " " 

so ergibt sich durch Vergleichung der Koeffizienten von (0 t — fi x )~ 1 
das folgende Gleichungssystem: 

w -L.-e-:)? 



Diese drei Gleichungen können aber im allgemeinen nicht zu- 
sammenbestehen. Wir sind daher berechtigt, e_ j der Null gleich zu 
setzen, so daß sich die Zahl der möglichen Fälle auf vier beschrankt. 
Dabei folgt leicht, daß e 0 von Null verschieden sein muß, da sonst 
1 : in dem betrachteten Punkte unendlich groß würde, was nicht 
anfänglich ist. 

Unter solchen Umständen bleibt als einzig möglicher Ansatz 
für den Punkt 0, — ^ der Ansatz: 

(3) «i-'o + <i(0i-fh) + --- 

wobei <* 0 von Null verschieden ist. 

Vergleichen wir die Koeffizienten von (ß l — f*i) \ so ergeben 
sich die Gleichungen: 

et 61 d 

« 0 ~~ b 

Hieraus folgen die Beziehungen: 

U) °i = Sl . 6 > _ d « 

a c » 6 ~~ d 

oder also wir erhalten den folgenden 

Lehrsatz: Bei allen Mechanismen der angegebenen Art müssen 
die Beziehungen bestehen: 

a » = c « «, d » . 
a c ' 6 d 



Digitized by Google 



138 Martin Krause: 

Durch Vergleichung der konstanten Glieder ergibt sich der weitere 
Lefirsatz: Bei allen Mechanismen der angegebenen Art müsse 
die Beziehungen stattfinden: 

ad^d, + y*a\) = a\a\(b*a x + d^o,) , 

1 ; ad (ß* ai + (J'o,) - a.a,^ 4- c'd,). 

Damit ist der eine Unendlichkeitspunkt erledigt. 
Wir nehmen jetzt den Punkt 6 l — ftj. 
Es sind zwei Falle möglich. Im ersten wird: 

Die Vergleichung der Beste gibt lediglich die Gleichung: 

die Vergleichung der konstanten Glieder führt zu dem 

hehr satt: Wenn in der Entwickelung um den Punkt ö t — — ^ 
der von JVu# verschieden ist, so treten zu den bisherigen Be- 
Stellungen die folgenden hinzu: 

(8) a%adl -P t(l i d = a i d i( bb i ~ aa i)» 

y % aä\ — o**Ojd = a % d i (dd 1 — c<^). 

Wir wollen, ehe wir den zweiten Fall nehmen, den dritten 
Punkt 0j = u A in Betracht ziehen. 

Auch hier ergeben sich zwei Fälle. 4 
Im ersten wird: 

(9) «* -6^V 4 +*• + •••• 
Es ergeben sich dann zunächst die Gleichungen: 

a ~ d ' 
(">) «*-i = -äcd^"' 

oder also wir erhalten den folgenden 

Lehrsatz: Wenn bei der Eni Wickelung um den Punkt 6 X — fi 4 
der Best von Null verschieden ist, so treten zu den bisherigen die 
Beziehungen hinzu: 

(11) 

v ' d a' c b 
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Die Vergleich ung der konstanten Glieder führt zu dem folgenden 
Lehrsatz: Für den im letzten Lehrsatz angegebenen Fall be- 
stehen unter Berücksichtigung der bisher aufgestellten die weiteren 
Gleichungen: ^ _ ji) _ fl *( 6 * _ c *) ? 

(12) a*(ß> - y s ) = a|(a« - d 1 ). 

Damit sind wir im wesentlichen fertig. Es zeigt sich, daß aus den 
entwickelten Beziehungen die Größen a, /?, y, ö bestimmt werden 
können und zwar ergeben sich die Werte: 

«•=&•, /}»-«•, y>-d>, P-4, 

oder wenn wir die positiven Werte wählen: 

(13) ß = «si y = d n d = c s- 

Es zeigt sich, daß falls die hiermit entwickelten Konstantenbeziehungen 
bestehen, die drei quadratischen Gleichungen für denselben Wert 
von tt t erfüllt werden können und zwar für den Wert: 

(14) *i = <*. 

Die Werte von m, , t*,, u 4 folgen aus den Gleichungen: 

ßu 2 = — a^t x — 6,^, 
yuj — «Wj + -{- c^t s + d, 
d« 4 = aw 1 + ri a 

und zwar wird: 

(15) <n ^,= 1, "4 's- 

Unter solchen Umständen erhalten wir den folgenden 

Lehrsatz: Es ergibt sich ein erstes bewegliches Gelenksystem, 
wenn die Relationen bestehen: 

a c b d 

/« jedem Augenblick finden die Winkclbeziehungen statt: 

"1 — <n '11 «s=i, «4 = - 

Die Richtigkeit dieses Satzes kann auch unmittelbar auf elementar 
geometrischem Wege nachgewiesen werden. 

Wir wollen noch bei dem dritten Unendlichkeitspunkt bleiben 
und die Entwickelung zu Grunde legen : 

( 16 ) «1 = </q + 0i (#1 - fO + ' ' 
wobei g 0 von Null verschieden ist. 
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Die Vergleichung der Reste gibt keine neuen Beziehungen, die 
Vergleichung der konstanten Glieder führt zu dem 

LeJirsatz: Wenn bei der Eniwickelung um den Punkt 0, = ft 4 
der Best gleich Null ist, so treten zu den Beziehungen, die sieh bei 
der Eniwickelung um die Punkte B x =- ± ergeben haben, die weiteren 



u i ad l — d*a % d = d l a i (~ aa x + d d^ ) 
ßtbct - y'b lC - 6, c,(- 66 8 + ccj. 

Die sechs Beziehungen, die wir hiermit für die Größen a, /?, y y S 
gefunden haben, sind wie vorauszusehen, nicht alle voneinander 
unabhängig und erlauben eine Bestimmung derselben. Die Resultate 

lauten: 9 , , • , , 9 ^ 

a'de^a 8 = a l a i dd % c i — ö, 

a 2 d^y* = a l a % dd 1 a % — 0, 

^ ' d?aa i p = aa«d l d 2 d* + 0, 

d*aaj(5 8 = aa^djO* + 0, 

wobei gesetzt ist: 

(ig) 0 - 5(a,a,d( a,rf i + c*d 8 ) - ^«(o 8 ^ + rf'a,). 

Wir haben hiermit diejenigen Werte von O x untersucht, für 
welche die Größen t unendlich groß werden und "dabei einen Un- 
endlichkeitepunkt von u, gefunden. u t muß aber mindestens noch 
einen zweiten derartigen Punkt besitzen. Hierbei kommen lediglich 
diejenigen Stellen in Betracht, für welche die Koeffizienten von uj 
in den drei quadratischen Gleichungen ( 1 4), ( 1 5), ( 1 6) des vorigen 
Paragraphen der Null gleich werden oder also für welche die Glei- 
chungen bestehen: 

-o, 

( 20) ^ + £ - + d = o, 

An Stelle der zweiten können wir unter Benützung der schon ge- 
fundenen Konstantenbeziehungen die Gleichung setzen: 

Neben diesen Gleichungen muß aber die weitere bestehen: 

ad{t x + + bd(t 2 + + afe(^ + j») + fl» + 6»-c> + d» = o, 
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die sich unmittelbar aus den Gleichungen (9) und (13) des ersten 
Paragraphen ergibt. 

Eine leichte Rechnung zeigt, daß diesen vier Gleichungen dann 
and nur dann Genüge geleistet wird, wenn die Beziehung besteht: 

(22) O = o 

oder also die Größen a*, ß*, y*, ö* die Werte annehmen: 

Damit sind die Konstantenbeziehungen, welche sich aus der Be- 
trachtung der Unendlichkeitspunkte von Uj ergeben, gefunden und 
es fragt sich, ob nunmehr die drei quadratischen Gleichungen des 
vorigen Paragraphen zusammenbestehen können und für welche Werte 
von m,. Man kann auf mehrfachem Wege vorgehen. Wir wählen 
den folgenden. 

Da die Unendlichkeitspunkte von u t bekannt sind und auch 
die in Betracht kommenden Entwickelungskoeffizienten leicht zu be- 
stimmen sind, so kann ein Ausdruck für Wj aufgefaßt als rationale 
Funktion der Größen t v ^, t s leicht hingeschrieben werden. Hierbei 
ist eine gewisse Formenmannigfaltigkeit möglich, da ja die Größen 
'i» *i> *s ™cht unabhängig voneinander sind. 

Es ergeben sich für u x u. a. die Darstellungen: 



M,(M, + <n*,)' 



Die Werte für 1 : «j ergeben sich hieraus, wenn an Stelle von 

'1 » ^ > 's 

gesetzt wird resp. 

Eine einfache Rechnung lehrt, daß diese Werte, wie ja auch aus 
allgemeinen Gesichtspunkten zu schließen ist in der Tat den drei 
mehrfach genannten quadratischen Gleichungen Genüge leisten. 
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Die Werte von u,, ttj, u A ergeben sich ähnlich wie in dem vor- 
hin behandelten Falle und zwar wird: 

(25) «, = -'8 M l> «l-^ lf «< 4- Hj. 

Unter solchen Umständen erhalten wir den folgenden 

Lehrsatz: Es ergibt sich ein weit eres bewegliches Gelenksystem, 
wenn die Konstantenbeziehungen bestehen: 

a c 1 b d ' 
In jedem Augenblick finden die Winkelbeziehungen statt: 

M 2 'S«!' «S-T^'H «4 

w, nimmt einen der Werte (24) an. 

Wir sind hiermit zu einem Mechanismus gekommen, den zuerst 
Herr Burmester im Jahre 1893 in der Zeitschrift für Mathematik 
und Physik in eingehender Weise untersucht hat. Herr Burmester 
bezeichnet ihn mit dem Namen eines Brennpunktmechanismus und 
hat eine große Anzahl von Eigenschaften desselben in eingehender 
geometrischer Weise entwickelt, von deren Aufstellung wir fuglich 
absehen können. 

Wir gehen nunmehr zu dem Punkte: 

zurück, wobei wir annehmen, daß die Konstantenbeziehungen be- 
stehen, die wir bei der Entwickelung um den Punkt $ l — ge- 
funden haben. 

Als zweiten möglichen Ansatz haben wir gefunden: 

(a6) «i-Ä + ZK». + *) + ••• 

Die Vergleichung der Reste fuhrt zu den drei Gleichungen: 



£(-5 + *)-■>■ 
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Ans diesen Gleichungen sowie ans der Vergleichung der konstanten 
Glieder ergibt sich der folgende 

Lehrsatz: Wenn bei der Entwicklung von u x um dm Punkt: 

6 i — - (H 

herum das Restglied verschwindet , so müssen die Beziehungen statt- 
finden: , , 

« 6 c r/ » 

«»(^-y 1 )- 6"). 
Bei dem Punkte: _ 

sind wiederum zwei Fälle zu unterscheiden, wie schon ausgeführt 
worden ist. Wir nehmen zunächst den Fall: 

, «, - 9^ + .</, + •• 

und verweisen in bezug auf denselben auf die früher entwickelten 
Beziehungen. Es ergeben sich dann aus den aufgestellten Konstanten- 
relationen die Darstellungen: 

a 1 1 b c j j d 

<H = «2 = 2 ; b i - ^2 = 2 ; c i = — 2 ; «1 ä <*2 — 7 . 

2 l( a 8 + 6 *_ f » + d*), 

2^ = + + 

2 y*-}(- a * + 6« + r 9 + d'). 

Wir können jetzt wie bei dem Brennpunktsmechanismus schließen. 
Zu dem betrachteten Unendlichkeitspunkt von Uj muß mindestens 
noch ein weiterer hinzukommen und zwar oin solcher, für welchen 
die Koeffizienten von u\ in den mehrfach genannten drei Gleichungen 
der Null gleich werden. Hieraus folgt, daß die Beziehung be- 
stehen muß: „ _ _ 

a* + c 2 = 0* -f- d* 

oder also, daß die Diagonalen im Viereck A, B, C, 1) aufeinander 
senkrecht stehen müssen. Unter solchen Umständen erhalten wir den 
Lehrsatz: Es ergibt sich ein drittes bewegliches Gelenksystem, 
wenn die Diagonalen des Vierecks A, B, C, D aufeinander senkrecht 
stehen, die Seiten desselben halbiert werden und die Größen a, ß, y, S 
glHeh den entsprechenden halben Vierecksseiten sind. 

M»th..phja. Klaaee 1908. Bd. LX. 10 
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Martin Krause: Zum Tiikorik der Gblenksystkmb II. 



Die Richtigkeit des Lehrsatzes kann auch aus elementaren Be- 
trachtungen erschlossen werden. 

Es bleibt nun noch ein Fall zu erörtern Übrig, in welchem 
die Entwickelungen um die Unendlichkeitspunkte von t t herum die 
Form haben: 

«i = + e i(°i ~ f*i) + 

t 

(3o) + + — 

«1 =</ 0 + ^i( ö . ~ • 

Die Behandlung dieses Falles ist so ähnlich der Behandlung 
des ersten Falles, daß wir uns füglich darauf beschränken können, 
den folgenden Lehrsatz auszusprechen 

Lelirsatz: Es ergibt sich ein viertes betoeglicJies Gelenksystm, 
wenn die Relationen bestehen: 

i 

a » = fi h = i. 

a c b d 
<* = f V ß = Ci , y = ^t» <* = a, . j 
/» jedem Äugenblick finden die Wmkelbeeiehungen statt: 

1 

Dieser Fall ist die notwendige Ergänzung des ersten und kann auch 
seinerseits auf völlig elementarem Wege als zu Recht bestehend er- 
kannt werden. 

Damit sind wir am Ziele. 

I 

1 

I 



Üruckfortig orklirt 25. IV. 1908.J 
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SITZUNG VOM 15. JUNI 1908 



1. Herr Fischer trägt vor über eine für die Abhandlungen bestimmte 

Untersuchung „Über das LisTiNosche Gesetz 11 . 
Herr Rohm übergibt für die Berichte eine Arbeit von H. Liebmann 
„Über die Darstellung eines quellenfreien Vektorfeldes" und eine 
Arbeit von Franz Mxykb (Königsberg) „Über die Abhängigkeiten 
zwischen den Differentialgleichungen der Invarianten". 

2. Die Klasse beschließt, Herrn Luther in Dresden zum ordentlichen 

Mitglied zu präsentieren. 

3. Der Sekretär berichtet, daß durch zahlreiche Anmeldungen von 

Arbeiten die Fertigstellung eines Festbandes aus Anlaß des 500- 
jährigen Jubiläums der Universität gesichert ist. 

4. Geschäftliche Mitteilungen (Bericht von Herrn Hallwachs über die 

Kartellkonferenz in Berlin, Einladungen und Tauschantrage). 
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Über die Darstellung eines quellenfreien 

Vektorfeldes. 

Von 

Heinrich Liebhann. 

Für die mathematische Physik sind die beiden folgenden Satae 
wichtig: 

1. Es seien X, Y, Z gegebene (differenzierbare) Funktionen 
von x, y, z und es sei 

dZ_dY dX_dZ__ 

'cy dz = °' dz dx~~°> dx dy = 1 

dann gibt es eine (nicht eindeutig bestimmte) Funktion V, mit deren 
Hilfe X, Y, Z sich so ausdrücken lassen 

Y dV dV dV 

A ~dx' X= "dy' L "dz' 

2. Erfüllen dagegen X, Y, Z die Bedingung 

dx , ?Y dz 

ex cy dz 

so existieren drei Wunktionen L(x, y, z), M(x, y, z), N(x,y, «), 
von solcher BescliaffenhcU, daß 

dN dM_ Y dL _dN BM _ dL 

cy dz' dz ' dx' Z = dx dy' 

Was den Beweis des ersten Satzes anbetrifft, so kann man für V 
einfach das Linienintegral nehmen 

V [Xdx + Ydy + Zdz) 

welches dann von einem festen Punkte sr 0 , y 0? z 0 zum Punkte a?, y,f 
hin längs einer beliebigen Kurve erstreckt werden kann; natürlich 
darf die Kurve den Raum nicht verlassen, innerhalb dessen die drei 
Bedingungen gelten; man kann aber auch V als NEWTONSches 
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Potential einer gewissen Raumbelegung darstellen, je nachdem mit 
Hinzunahme des NEWTONschen Potentials einer gewissen Flachen- 
belegung — d. h. als dreifaches Integral, zu dem unter Umständen 
noch ein zweifaches Integral hinzutritt. 

Was den zweiten Satz betrifft, so scheinen in der Literatur 
die Funktionen L, M, N bisher nur als Raumintegrale dargestellt 
worden zu sein 1 ), und es Terdient wohl, hervorgehoben zu werden, 
daß L, M y N auch als einfadie Integrale dargestellt werden können. 

Da die Ableitung durchaus auf dem Wege der Vektoranalysis 
gefunden ist, so wird sie im folgenden auch in dieser Weise dar- 
gestellt, nur das Resultat soll (am Ende von § 1) noch einmal in 
der gewöhnlichen Form ausgesprochen werden, auch das einfache 
Beispiel darin durchgerechnet werden. 

Demnach lautet die Aufgabe so: 

Gegeben ist ein queUen freies Vektorfeld 

«-ii + jX+tZ, divH-o. 
Es ist nacJi zuweisen, daß 

— curl 93 

ist; 93 ist als einfaches Integral darzustellen. 

Wir werden für 93 ein vektorielles Linienintegral finden, längs 
des Strahles von einem festen Punkt x 0 y 0 z 0 zum Punkte x, y, z er- 
streckt. In einem besonders einfachen Fall werden wir 93 wirklich 
ausrechnen und zeigen, daß curl 93 = 31 ist. (§ i .) 

Die Funktion 93 kann natürlich auch dann aufgestellt werden, 
wenn das Vektorfeld $1 nicht quellenfrei ist; bilden wir in diesem 
Falle curl 93, so wird sich nicht ergeben, sondern es wird ein 
Zusatzglied auftreten, das zu Null werden muß, wenn div Ä =» Null 

i) E. Nkumakh, Beiträge zu einzelnen Teilen der mathematischen 
Physik. Leipzig 1893. Kap. 8, § 8: Über die elektrodynamische Kon- 
rtruierbarkeit willkürlich gegebener Funktionen. — Der Satz auf Seite 234 
spricht das Ergebnis aus. 

Ferner : 

K. Neumann. Die Max well- HraTzsche Theorie II. Abhandlungen 
der K. Sachs. G. d. W. XXVII, 1902, Seite 788, Formel 27. 

Riekann-Webeb, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik L Braun schweif 1900, Seite 224 — 25. 

AfiBAJLiM-FöppL. Theorie der Elektrizität I. Leipzig 1904, Seite 
98-103. 

Gibbs- Wilson , Vektoranalysis, 2. Aufl. London 1907, p. 234. 

13* 
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Heinhich LlKBMANy : 



ist Ist dies gezeigt, so ist damit zugleich die Formel in § i all- 
gemein bestätigt (§3)- — Über die Differentialquotienten eines 
längs einer Geraden erstreckten Integrals nach den Koordinaten des 
Endpunkts sind zu diesem Zweck einige Betrachtungen voraus- 
zuschicken (§2). — In § 4 wird dann der Vollständigkeit halber 
die erste Aufgabe, die Konstruktion der Funktion V in derselben 
Weise behandelt, wie die zweite Aufgabe in § 3. 

§ 1. Bestimmung des Vektors («, y, z), dessen curl gleich « ist 
Von dem Vektor 

wird vorausgesetzt: es ist 

Qf dX dY dZ 

+ d y +Tm ~°- 

Gesucht wird eine Funktion, ein Vektor © derart, daß für jede 
beliebige geschlossene Kurve s die Beziehung besteht 

wobei das erste Integral Über alle 
Elemente einer beliebigen Flächen- 
kalotte mit dem Rande s zu er- 
strecken ist, das zweite längs des 
Randes (rf j stellt in bekannter Weise 
das Flächenelement vektoriell dar 
und hat die Richtung der Normale 
in dem betreffenden Punkt, di ist 
das Randelement vektoriell). 

Ist nämlich © gefunden, so wird 
bekanntlich nach der Umkehrung 
des STOKESschen Satzes 1 ) 

51 = curl®. 

Zu einer derartigen Funktion 33 
gelangen wir durch die folgende 
Betrachtung (siehe Figur): 

s sei die geschlossene Kurve, P 0 
ein beliebiger, bestimmt gewählter Punkt im Raum. Wir ziehen 
von P 0 die Strahlen (Vektoren r, Länge r) nach den Punkten P von s. 

1) Abraham Föppl, a. a. 0. Seite 93. 




Digitized by Google 



ÜBER DIE DARSTELLUNG EINES QUELLBHFREIEN VEKTORFELDES. IJQ 



P l sei ein Punkt auf P 0 P, zwischen P 0 und P, t t sei der Vektor P Q P V 
r x seine Länge. 

Sodann betrachten wir die geschlossene Fläche, bestehend aus 
dem von den Strahlen x gebildeten Kegelmantel und einer belie- 
bigen Flächenkalotte mit dem Rande s, einem „Deckel". Wegen 
der Voraussetzung 

divSI-o 

ist dann nach dem GAUssschen Satze 1 ) 

/Wf-o, 

wobei über die ganze geschlossene Flache zu integrieren ist. Hier- 
für können wir aber schreiben 

f%d\ -f «tdf, 

und dabei ist das erste Integral über den „Deckel" zu erstrecken 
und der Flächenvektor in Richtung der äußeren Normale zu nehmen, 
das zweite aber über den Kegelmantel, dabei ist aber die innere 
Normale als Richtung von d^ zu nehmen. 

Dieses zweite Integral werden wir jetzt in ein Linienintegral 




längs der Randkurve s verwandeln. 

Wir zerlegen den Kegelmantel in Elemente dfj, die einerseits 
begrenzt sind von den Mantellinien, andererseits von Kurven, welche 
zum Rande s ähnlich und ähnlich gelegen sind, mit dem Ähnlich- 
keitszentrum P 0 . Bezeichnen wir ein Element dieser Kurve mit 
dSj, so ist 

d^ = r j di, 

wobei d$ das von denselben unendlich benachbarten Mantellinien 
wie di x begrenzte Element der Randkurve ist. 
Dann wird 

Weil aber 

i) a. a. 0. Seite 56, Gleichung 71. 
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HkINKICH LlF.DMA.KN: 



so kann hierfür noch geschrieben werden 



und es wird 



wobei 



- - d V. r ' rr, «i- 

y Mf, - f «93, 

Wir schliessen hieraus: 

Ist % ein quellenfreier Vektor, so wird 

St = cur 133, 



U'Obri 



93 



r, 

- 0 



r -. r 



Dieses Integral ist tu erstrecken längs des Strahles von P 0 bis I\ 
Um das Resultat in gewöhnlicher Weise auszudrücken: Wir 
haben erschlossen, daß unter der Voraussetzung 

dx dY.dz 



dy 



cz 



die Gleichungen bestehen 
wobei 



X «- ~ — „ usw. 

dy cz 



{V - *o) f r x Zdr x — (e — e 0 ) J r t Ydr x 



ist usw. 

Daß unser Ergebnis richtig ist, werden wir in § 3 erkennen, 
an dieser Stelle möge ein einfaches Beispiel genügen. 

Es sei 8 - f, 

also Z=o, r=o, Z— 1 das gegebene Vektorfeld; dann ist 
doch die Voraussetzung erfüllt, 

dX . BY . dZ ^ 
dx 1 cy dz 
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und es wird 

= y(-i(y-J^>) + i(s- V>- 
Die gewöhnliche Rechnungsart würde liefern: 

r 

l — ^ (y - y 0 ) - - y(y - 

r 

^ - + - *o)/* ^ - y (* - * 0 ) 

N = o. 
Also kommt in der Tat 

BN dM v 

-5 a - ■ — o = X 

dy de 

dL dN 



J7 - d x " 0 ™ r 

dM _dL = J_ , 1 



= 1 = z. 



Zusatz: Es ist nicht ohne Interesse, auf unser einfaches Bei 
spiel, nämlich das Vektorfeld 

X — o, 7 — o, Z = 1 (oder « — f ) 

die in der Literatur angegebene Darstellung anzuwenden. 

Für ein endlidies Gebiet, etwa das Innere einer Kugel vom 
Radius R, deren Mittelpunkt der Koordinatenanfang ist, reißt diese 
Darstellung den Vektor in zwei Bestandteile auseinander, was mit 
dem bekannten Umstand zusammenhängt, daß die durch die Dar- 
stellung gegebene Zerlegung in einem endlichen Gebiet nicht die 
einzig mögliche ist; es sind verschiedene Zerlegungen möglich. 1 ) 

Man hat nach Neumann (vgl. das erste Zitat oben S. 177) so 
zu verfahren: 

Man hat die (Kugel) Flache zu belegen mit einer Flächen- 

,-(„,«) 

1) a. a. 0. S. 99. 
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wo tt den Einheitsvektor in der Richtung der inneren Normale be 
deutet; man hat sie ferner zu belegen mit 

tt-[n,*], 

und den Innenraum mit 

* = divN 

sowie mit 

f) — curl 

Dann bildet man das skalare Potential 
und das Vektorpotential 

Jedes dieser beiden Potentiale zerfällt also in ein Flächenintegral, das 
über alle Elemente dm der Kugeloberfläche zu erstrecken ist, und ein 
Raumintegral, das über den Innenraum der Kugel zu erstrecken ist. 
Dann wird für Punkte innerhalb der Fläche: 

4rc^i(x ly y ly z t ) = — V -f curl @ t . 

In un8erm Fall verschwinden die beiden Raumintegrale, wegen 

o = div f = o 

t) = curlf = o, 

die beiden Flächenintegrale lassen sich durch Kugelfunktionen mit 
zwei Argumenten berechnen, und es kommt für Punkte im Innern: 

=J — r 3 *i 

d.h. 

4» 1 3 
^curl^-jf. 

Der Vektor f ist also in zwei Bestandteile zerlegt, die erst iu- 
sammen wieder seinen Wert t ergeben. 

Für endliche Gebiete ist demnach diese Darstellung, ganz ab- 
gesehen von den erforderlichen Integrationen, nicht einfach, sondern 
einigermaßen willkürlich. Man vergleiche indessen die Bemerkung 
am Schlüsse von § 4. 
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§ 2. Die DiffereBtialqmotienteii von Strahlintegralen. 

Unter einem StrMintegral 

r 

(0 3 K*n9x>*d* r i 

sei das Integral, erstreckt längs der geraden Strecke von P 0 bis 
P{x,y,z) verstanden. Bezeichnen wir mit a,^,y die Winkel des 
Strahles gegen die Achsen, so ist 

*i='So + r i cos «> 
y\ - Sfo + r i 008 P > 
z \ - *o + »"icosy, 

and 

cos a = ^— 1 , cos ß = ^ 0 , cos y = — - , 

also 

d cob a 1 (ac — x 0 ) (x — ;r 0 ) 1 cos et 

— 5 — - = — , — • = • COS a , 

cx r r* r r r ' 



ebenso wird 



und hieraus 



d COS ß COS Ct _ 

SIT --«»ß. 

d cos y cob a 

__ — COBy, 



df df r x cosa fcf $f a > df \ 

= iL- ' r. L cos a -f x— cos 0 -f- ^p" cos y 

ox cx x r r 1 \dx l dy x r dz x '/ 

r \dx x drj 

Berücksichtigt man endlich noch 

br 

so kommt 

2/ N , 1 ra/" , cosa fdf . 

Vx - cos « . «*, j,, 1) +-J ^- r^r, - —J ^ r.dr, , 

und durch partielle Integration des letzten Integrals folgt 
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184 Hkisbich Likbmank: 

Es sei nochmals hervorgehoben , daß diese Formel nur dann 
gilt, wenn längs des Strahles P 0 P, also längs einer Geraden inte- 
griert wird. Die Funktion f(x, y, z) kann natürlich auch durch 
einen Vektor ersetzt werden. Dasselbe gilt für das folgende Integral 

r 

(2) Jfa y, z) r x • y lt z x )dr x , 

0 

das den Differentialquotienten hat 

r r 

^ - r 00s «/•(*, y, *) + / dx - rUr, - - / j^r, , 

0 0 

der sich durch partielle Integration des zweiten Integrals ver- 
einfacht zu 



(O 



Von den Formeln (2*) und (1 *) wird in den Paragraphen 3 
und 4 Gebrauch zu machen sein. 



§ 3. Beweis der Forael in § 1. 



Wir wollen, ohne irgendeitle Voraussetzung über den Vektor % 
zu machen, jetzt den curl des Integrals 



» - - ^fr, f «r.rfr.J 



bilden. Es ist 

wobei gesetzt ist 

<£ =- — ^ = — ^(t cos a -f t cos ß + t cos y) , 

also 



d 



und 



r 

(<£) = — j-, + ~ cos « und 5) =J ar,dr, 
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Nun ist bekanntlich 1 ) 

curl[Q:, $J - ($ V)(J - (« V)$ + © div $ - 35 div © 
Hierin wird 



+ 

also 



CM -ä 



0 

r / »* 

- - l r ,j Kndr, + £ ( x, J Hr.dr, j • 

0 ^ 0 ' 

Femer, unter Anwendung von (z'), § 2 
(UV)® - - ^cos « (Jl\ + 2 cos "f rf 

d. h. (durch partielle Integration) 

(<£V)2> 

Es fehlt noch 

div 3) - -^(^ ßl^'i + 2 *'>tj 

Die Addition ergibt r 

curl© = « - ±f rjdiv«^ . 



1) a. a. 0., Seite 112, Gleichung 114- 



i86 

Ist, wie dies in § i angenommen wurde, div & = 0, so er- 

Hiermit ist also die Richtigkeit des in § i aufgestellten Satm 
beioiesen; wir haben in der Tat nicht nur einen Existenzbeweis, 
sondern eine einfache Darstellung für ein Vektorfeld $3, aus dem 
das quellenfreie Vektorfeld ?l durch Bildung des curl sich ergibt 

§ 4- Herstellung einer skalaren Funktion, deren Gradient eil 
gegebener wirbelfreier Vektor ist. 

Der Vollständigkeit halber möge noch die entsprechende, sehr 
viel einfachere Betrachtung für wirbelfreie Vektorfelder angestellt 
werden. 

Wenn ein Vektorfeld 31 gegeben ist, so bilden wir längs ein« 
Strahles von einem willkürlich gewählten festen Punkt P 0 und 
Pfa y» <0 das skalare Linienintegral: 

B{x, y, z) =j Kdr, = (y\f X * dr *) 
und untersuchen sodann 

cx * dy dz 

Es muß sich ergeben, daß dieser Ausdruck gleich Ä wird, vermehrt 
um ein Zusatzglied, das verschwindet, wenn die Bedingung er- 
füllt ist 1or A 

curl % =■ 0 . 

Wir setzen 
wobei 



S - («, 35), 

r 

o 

wir haben ferner 1 ) 

V(<£, X) - (<£ V)2> + (X V)d + [C, curl X] + curl 

Es ist noch zu berücksichtigen 

dd t r 

~— «= , COS ß , 

dx r r* 

1) a. a. 0. Seite 112, Gleichung 115. 
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Über die Darstelluno eines quellknkreien Vektorfeldes 



Weiterhin ist, mit Anwendung von § 2 (i*): 

/ r r v 

(®V)$> = ^ ^cos a y j*$x r i dr i + cosct f* ^,dr x J 
- r (/ 17, ridf > + f H<iri ) " ^ * * } 

r 

0 

r / r v 



Endlich 



curl 2) - 



r 



~ ^ ^curl«^ + £ I t, j «d^ 



und demnach 
[6, curl X] 



r 

r 4 curl %dr x 



r 



wobei für den zweiten Teil noch geschrieben werden kann: 



?( i ( i '/ Wr 0- fl / Wr «)- 



Durch Vereinigung kommt: 



VSB - a + ;J* ««fr, " r^( r '/ a<,r «) 

L o J V o ' 0 
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Wir haben also den Satz: 

Wenn y, z) ein beliebiges Vektorfeld darstellt, und 
berechnet das Integral 



das längs des Strcüdrs vom festen Punkt (x Q , y 0 , z Q ) zum Punkte 
P(jc, y, e) zu erstrecken ist, so wird 



« + ;V|"r,yV 1 cnrl«dr 1 J 



Das Zusatzglied verschwindet, wenn das Vektorfeld wirbel- 
frei ist 

Das Ergebnis entspricht vollkommen dem vorigen Paragraphen. 



Schlußbemtrkung : So einfach die Darstellung des Vektorfeldes 
93 (x, y, z) in § 3 ist, die ja nur einfache Integrationen erfordert, 
so leidet sie doch an zweierlei Mängeln: Einmal sind die Kurven, 
längs deren integriert wird, gerade Linien, nicht beliebig gewählte 
Kurven (im Gegensatz zur Funktion V beim andern Problem; 
s. oben Seite 176, Zeile 4 v. u.), andererseits kann sie nicht nutzbar 
gemacht werden für das wichtige Problem der Zerlegung eines 
Vektorfeldes in einen quellenfreien und einen wirbel freien Bestand- 
teil: Setzt man nach § 3 

r v r 

8 = - curl / [r, j Kr, drj J + • jr\ div «tfr, , 

N Ü / 0 

so ist zwar der erste Bestandteil, wie jeder curl, quellenfrei, der 
zweite aber, wie man sehr leicht an einem Beispiel erkennt, nicht 
wirbelfrei. 

Dasselbe gilt für die in diesem Paragraphen gegebene Zer- 
legung von $1 in einen Gradienten, der ja wirbelfrei ist, und ein 
Zusatzglied, das im allgemeinen nicht quellenfrei ist. 

Immerhin dürfte, wenn es sich um das in der Überschrift an- 
gegebene Problem, die Darstellung eines quellenfreien Feldes als 
curl eines andern Feldes, handelt, das Verfahren in § 1 als be- 
sonders einfach zu bezeichnen sein. 
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Bei dieser Gelegenheit mag auch erwähnt werden, wie man in 
einfachster Weise zeigen kann, daß die Vektoroperation 

,„ ./cZ dy\ ./dX dZ\ t (dY dX\ 

einen bestimmten, vom Koot dinatmsystcm unabhängigen Vektor ergibt. 

Es sei x i y 1 z l ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem, die 
Operationen darin bezeichen wir durch den Index (J, die Vektoren 
ebenfalls; es sei ferner 

ein und derselbe Vektor, in beiden Systemen. Dann ist bekanntlich 

„ dX cT ZZ dX x , d r, , dz x 

ex 1 dy et 1 n 0^ ö« t 

Ferner sei © — (£j ein konstanter Vektor; dann ist 

div =-<£curl$l 

div, [«i,«,]-«!^ 

Diese beiden skalaren Größen, nämlich die Projektionen von 
cui\ Ä und curl t auf dieselbe (beliebige) Richtung sind also 
gleich, und da diese Gleichheit für jede Eichtling gilt, so sind die 
projizierten Vektoren selber gleich, d. h. 

curlSI = curliStj, 

w. z. b. w. Man bedarf also /um Nachweis dieser Identität flicht 
des STOKEäschen Satzes. 



Drockfertig erklBrt 17. TU. 190&I 



Über die Abhängigkeiten zwischen den Differential- 
gleichlingen der Invarianten. 

Von 
W. Fr. Meyer. 

Dem Andenken an Sophus Lie gewidmet. 

Aus der Loschen Theorie der infinitesimalen Transformationen 
endlicher kontinuierlicher Gruppen folgt, wie zuerst R. Forsytb 1 ) 
explizite ausgeführt hat, daß eine Invariante resp. Komitante / von 
Urformen im Gebiete von n homogenen Variabein x t x^ . . . x n ein 
System von n 2 linearen partiellen Differentialgleichungen 

befriedigt, und daß umgekehrt jede in einem gewissen Bereiche ein- 
deutige analytische Funktion der Koeffizienten jener Urformen — 
in die auch noch die verschiedenen Gattungen von Zwischen- 
variabein eingehen können — , die dem Systeme V <4 = o genügt, 
in dem betreffenden Bereiche eine Invariante resp. Komitante der 
Urformen ist. 

Diese Gleichungen V f4 = o werden in § I auf einem direkten 
Wege, vermöge der Zerlegung einer linearen Substitution S der 
x x , x t . . . x n in gewisse Elementarsubstitutionen, aufgesteUt 

Die w* Gleichungen V <4 , = o sind linear unabhängig und bilden 
nach Clebsch*) ein vollständiges System, d. h. durch Differentiation 
und Elimination lassen sich keine neuen Gleichungen gewinnen: 



1) Lond. Math. Soc. Proc. 19, 1888, p. 24. Allerdings hat S. Abos 
hold schon sehr viel früher (Journ. f. Math. 62, 1863, p. 281) ein 
System von n* charakteristischen Differentialgleichungen für Invarianten 
aufgestellt, das aber weniger einfach ist. 

2) Journ. für Math. 65, 1865, p. 257. 
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im Sinne von Lie 1 ) sagt das aus, daß die infinitesimalen Substi- 
tutionen der Koeffizienten und Variabein, die J gestattet, eine 
Gruppe bilden. Schwieriger ist die Frage nach den höheren Ab- 
hängigkeiten zwischen den n* Gleichungen V ik = o oder genauer: 
Wie läßt sich aus diesen Gleichungen eine Minimalanzahl fi der- 
selben derart herausgreifen, daß die übrigen Gleichungen als eine 
Folge aus jenen fi erscheinen, und, wenn dies der Fall, wie lassen 
sich alsdann die so entstehenden n*—(i Abhängigkeiten zwischen den 
«* Gleichungen V <t = o analytisch in übersichtlicher Gestalt dar- 
stellen ? 

Diese grundlegende Frage ist fast gleichzeitig von J. Deruyts*), 
E. Study 3 ) und L. Kronecker*) in Angriff genommen worden. 
Study reduziert in den Fällen n — 2 und 3 die Anzahl der Glei- 
chungen mittels des PoissoKSchen Klammerprozesses. 

Deruyts untersucht seminvariante Funktionen, die nur einem 
Teile der » 2 Gleichungen V ik — o genügen, und im übrigen gewisse 

n(fi 1) 

arithmetische Gewichtsrelationen erfüllen; jeder seiner Glei- 
chungen V <t = o(i < A; i = 1 , 2 . . . n — 1 ) wird eine gewisse 
„Elementarschiebung" der Variabein zugeordnet, wodurch sie sich 
auf n — 1 Gleichungen reduzieren lassen. Kronecker setzt die 
allgemeine Substitution S der x x , x s , . . . x n aus n — 2 einfacheren 
„Dekompositionssystemen" zusammen; jedem derselben entspricht 
eine gewisse Differentialgleichung der Invarianten, und alle übrigen 
sind eine Folge jener 2n — 2. 

Im folgenden wird das Problem vermöge geeigneter Kombi- 
nierung und Weiterführung der angegebenen Methoden vollständig 
gelöst. 

Die in Rede stehende Minimalanzahl fi hat den Wert n -j- 1. 
Greift man zunächst aus den n* — n = n (n — 1 ) Gleichungen 
V a o(t &), die eine „unimodulare" Invariante charakterisieren, 
irgend n zyklisch verbundene heraus, etwa die Serie V w = o, 

1) Lie- Scheffers, Kontinuierliche Transformationsgruppen, Leipzig 
1893, Kap. 23. 

2) Die in einzelnen Abhandlungen (1887 — 1891) erschienenen Er- 
gebnisse sind zu b am mengefaßt in der Theorie generale des formes al- 
ge'briques, Bruxelles 1891. 

3) Methoden zur Theorie der ternären Formen, Leipzig 1889, p. 15. 

4) Berliner Berichte 1889, p. 349, 479, 603 = Werke, Band 3, 
P 293, 315. 

MftttL-phjs. KUase 1908. Bd. LX. 14 
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^23 ~ °» • • •» = °» °i 80 m ^ diesßn w Glei- 

chungen zugleich sämtliche *i(n — i) Gleichungen der bezeichneten 
Art erfüllt, und, falls man noch irgend eine der n Gleichungen V f< = o 
hinzunimmt, überhaupt sämtliche w* Gleichungen. 

Hierfür werden zwei verschiedene Beweise erbracht; der eine 
Beweis (§2) beruht auf der Zusammensetzung einer Substitution 
S aus n + 1 einfachsten Fundamentalsubstitutionen 1 ), unter denen 
sich n zyklische Elementarschiebungen und eine „Elementar- 
streckung 44 befinden; der zweite Beweis (§ 3) beruht auf Eigen- 
schaften des Klammerprozesses. 

Die wirkliche Darstellung der sämtlichen Abhängigkeiten 
zwischen den n* Gleichungen V a — o geschieht dann (§3) eben- 
falls mit Hilfe des Klammerprozesses und einer geeigneten Weiter- 
bildung dieses Begriffes für den besonderen Fall der Düferential- 
prozesse V a . 

Die Ergebnisse lassen sich (§ 3) einmal auf den Fall beliebiger 
Zwischenvariabein ausdehnen, andererseits auch auf den Fall „in- 
kongruenter" Substitutionen.') 

§ 1. Die Differentialgleichungen der Invarianten. 

Seien x x , x, , . . . x n unabhängige Variable, und f(x) , g (x) , h (x) , . . . 
homogene Urformen in denselben, die der Einfachheit halber als 
ganzrational angenommen seien, von den Ordnungen m, p, q . . . 

m m m 
P P P 

* 

wo die m h ... ,p kl *, ...... die den Zerlegungen m = tj -f- 1, -f- • • • + i,, 

p «= -f H 1" • • • entsprechenden Polynomialkoeffizienten 

von m, p, . . . bedeuten, die a, 0, ... als variierend gedachte (litterale) 
Koeffizienten. 



1) Für den Fall n = 3 findet aich eine vollständige Durchführung 
der ZuBamiuensetzungaformeln in meiner Mitteilung: Göttinger Nach- 
richten 1908, Sitzung vom 21. Februar. 

2) Über die Differentialgleichungen dieaea Falles vergleiche meine 
Mitteilung in den Göttinger Nachrichten 1908, Sitzung vom 8. Februar. 
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Unterwirft man die Variabein x irgend einer linearen Sub- 
stitution S: 

i 2 ) S)x r =S rl y i + 5 r ,y,H h Smlfn, (r-M.'"«) 

mit einer von Noll verschiedenen Determinante A — | s ik | , und gehen 
vermöge S die Formen f(x),g(x). . . über in neue Formen g?(y), 
mit Koeffizienten a, 0, . . ., so heißt eine Funktion 
/= /[(a), (5), . . .] der Koeffizientenreihen a, 6, ... eine In- 
variante der Urformen f, g y . . ., wenn für aUe Werte der a, o, . . 
die Identität besteht: 

(I) J[(«),(ß),...] = J»J[(a),(b)...], 

wo co, das Gewicht der Invariante, ein fester Exponent ist. 

Der Einfachheit halber beschranken wir uns auch hier auf 
Invarianten J, die in ihren Argumenten ganzrational sind, und 
demzufolge auf natürliche Zahlen co (inkL o) , bemerken aber, daß 
die folgenden Entwicklungen, bei gewissen Voraussetzungen über 
die Natur der Funktionen J, von den getroffenen Annahmen un- 
abhängig sind. 

Unter den Substitutionen 8(2) zeichnen sich gewisse einfachste 
aus; das sind einmal die n(n — 1 ) „Elementarschiebungen" A ik (i+ 1c) 
vom Typus 

(3) A ik ) Xi-yi+Ä«^ 

andererseits die n „Elementarstreckungen" M ir : 

(4) M ti ) *<— m^, x k =y k , x,~y„... 

Die A ik seien auch kurz mit (x„ x k ), dieibf,., mit (x,, x,) bezeichnet. 1 ) 
Die ersteren sind unimodular, d. h. ihre Determinante besitzt den 
Wert Eins; bei den letzteren ist die Determinante gleich m rf . Wendet 
man auf eine Elementarschiebung A ik (3) die Definition (I) an, 
wobei also J ungeftndert bleibt, und eine „Schiebungsinvariante" 
bzw. (x<, genannt werde, entwickelt alsdann die linke Seite von 
(I), als Funktion von Ä <4 , nach der MACLAURiNSchen Reihe, so liefert 
das Verschwinden des Koeffizienten der ersten Potenz von h ik eine 
lineare partielle Differentialgleichung V l4 = o. 

Um dieselbe bequemer zu schreiben, bezeichne man die 
Variabein x x , x 2 . . . x n lieber mit x, y, e, . . ., die Indizes i n j, . . . i n \ 

1) Im folgenden wird auch von der zusammenfassenden Bezeichnung 
8 ik (i^k) Gebrauch gemacht. 

14* 
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A^, k^y . . . k H ; . . . in (i) mit t, &, . . r,s, und wähle 

als Repräsentanten von (a? g , x^) das Paar (jr, y); endlich begnüge 
man sich statt w-facher Summenzeichen je mit einem einzigen. 
Dann werden die «(« — i) Differentialgleichungen V a = o(i + t) 
repräsentiert durch den Typus: 

(n)V3« ww , l ...j£--+J''» rH , 1 - 1 •■■■grr~ + —° 

Die linke Seite V xy von (EI) werde auch selbst als „8chie- 
bungsprozeB" bzw. (x, y) bezeichnet. 

Die Schiebungen A ik , für ein herausgegriffenes Paar von In- 
dizes t, fc, bilden bei variierendem „Schiebungsparameter" h ik eine 
eingliedrige Gruppe, die „Schiebungsgruppe" bzw. (x { , x k ); für un- 
endlich kleine Werte von h ik entstehen die infinitesimalen Trans- 
formationen der Gruppe. 

Aus der LiESchen Theorie der infinitesimalen Transformationen 
folgt 1 ), daß die Bedingung (II) V Xy = o auch hinreichend ist, da- 
mit eine ihr genügende Funktion J"[(a), (6), . . .] eine Schiebungs- 
invariante der f, g . . . bzw. (x, y) ist. 

Dies Verfahren überträgt sich mit einer gewissen Modifikation 
auf die Elementarstreckungen 3/^(4). Nimmt man hier etwa die 
erste Variable x Y = x als repräsentierende, bezeichnet den bezüg- 
lichen Streckungsparameter kurz mit m, und setzt diesen in die 
Gestalt m— 1 -f/i, entwickelt sodann die linke Seite der Identität (I i 
wiederum vermöge des MACLAURiNSchen Gesetzes nach Potenzen 
von 7i, andererseits rechts die Potenz (1 h) n nach dem binomi- 
schen Satze *), so führt die Vergleichung der Koeffizienten der ersten 
Potenz von h zu der linearen partiellen Differentialgleichung: 

(HI) V„ = 2i* tH ...-J^+2rh r „..Jt- + --W-0, 



1) Diese Tatsache läßt sich auch unabhängig von der Lisacnen 
Theorie auf einem direkten, wenn auch ziemlich mühsamen Wege be- 
weisen, indem man für eine willkürliche Funktion J die Entwickelang 

ableitet: J[(«), (/?), . . .] = .7 + h ik V(jt («/) + *, h* k V f* (J) + • • wo 
unter den Potenzen von S7 ik die auf J auszuübenden Wiederholungen 
des Prozesses \/ ik zu verstehen sind. Entsprechendes gilt für die 
Gleichungen (III). 

2) Ist w keine natürliche Zahl, so tritt an die Stelle des bino- 
mischen Satzes die binomische Reihe (für genügend kleine Werte von h) 
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deren linke Seite der „Streckungsprozeß" bzw. x beiße. Die Glei- 
chung (HD repräsentiert n Gleichungen. 

Die Elementarstreckungen (x, x) bilden wiederum, bei vari- 
ierendem „Streckungsparameter" m, resp. Ä, eine eingliedrige Gruppe, 
die „Streckungsgruppe" bzw. x, deren infinitesimale Transformationen 
für unendlich kleine Werte des „Streckungsparameters" h hervor- 
geben. Nach Lie ist die einzelne Gleichung (III) wiederum hin- 
reichend dafür, daß J eine „Streckungsinvariante" der /", . . . 
bzw. x ist, d. h. daß sich gemäß (I) der in den transformierten 
Koeffizienten gebildete Ausdruck J von dem ursprünglichen nur 
um den Faktor m w = ( i + h) w unterscheidet. 

Endlich entnimmt man 1 ) der Lie sehen Theorie, daß, wenn die 
n(n — i) -f- w = « J Differentialgleichungen (II), (DI) gleichzeitig 
erfüllt sind, J zu einer „vollständigen" Invariante der Urformen 
f,g... wird, d. h. sich nach Maßgabe des Gesetzes (I) gegenüber 
einer beliebigen Substitution (2) invariant verhält. 

Das Ergebnis werde zusammengefaßt in: 

Satz I. Eine Invariante J von Urformen f, g . . ., 
gegenüber einer beliebigen Substitution S der n Varia- 
bein a^, x„ . . . x n , oder x, y, z . . . genügt den n(w — 1) -f n = n* 
linearen partiellen Diff erentialgleichungen V a = o(t4= *)» 
V,.. = o, die durch (II), (III) repräsentiert sind, und um- 
gekehrt charakterisiert die Gesamtheit dieser n* Be- 
dingungen eine vollständige Invariante/ vom Gewichte w. 

Jede der n(n — 1) Bedingungen V ik = o (II) ist für 
sich allein notwendig und hinreichend, daß J eine Schie- 
bungsinvariante bzw. (x,, x k ) ist, und jede der n Bedin- 
gungen V t< = o (III) ist für sich allein notwendig und 
hinreichend, daß / eine Streckungsinvariante bzw. x i ist. 

§ 2. Die Zusammensetzung von Substitutionen aas 
Elementarsubstitutionen. 

Um die Abhängigkeiten zwischen den n* Differentialgleichungen 
(II), (m) zu erkennen, bietet sich einmal der Weg, eine beliebige 
Substitution S (2) aus einer geringsten Anzahl von Elementar- 
substitutionen, nämlich Elementarschiebungen (3) und Elementar- 
streckungen (4) zusammenzusetzen. 

Unter einem Produkte S 1 S i S s . . . mehrerer Substitutionen 

ll Der § 2 enthält einen anderen Beweie für den Satz des Textes. 
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Äj, Äj in n Variabein werde, wie üblich, die Substitution 
verstanden, die entsteht, wenn man auf die Variabein erst S v dann 
S t , sodann S 8 usw. ausübt. 

Bekanntlich ist die Determinante eines Produktes S^S^ . . . 
gleich dem Produkte der Determinanten der einzelnen Substitutionen 
£i* &8 • • I™ besonderen setzen sich also unimodulare Sub- 
stitutionen stets wieder zu solchen zusammen. 

Ist die Invariantendefinition (I) bei konstantem Gewichte tc 
der Reihe nach für die Substitutionen S ly £ 2 , & s . , . erfüllt, so 
auch für die zusammengesetzte Substitution Sj^S^S^ ... 

Man wird daher zuvörderst die n(n — i ) Elementarschiebungen 
(3) aus einer geringsten Anzahl von solchen zusammensetzen. Man 
zeige zu dem Behufe, wie man durch geeignete Kombinierung von 
zwei Elementarschiebungen des Typus S xy — (x, y), S yt =» (y, z) 
die weitere S X3 ■» (x, e) erzeugt. 

Indem man die bezüglichen Schiebungsparameter jeweils in 
Klammern beifügt, zeigt eine einfache Rechnung, daß sich die Sub- 
stitution Ä rf (Ä)Ä r ,(*)5, f (Ä') S r.(*') oder auch die Mdere S 9 X k ) 
S xy (h)S VJ (k , )S X¥ (h') dann und nur dann auf eine S xt reduziert, 

wenn die beiden Relationen erfüllt sind: 

(5) * + *'-o, A + Ä' = o. 

Nimmt man demgemäß h' — — Ä, k' — — &, so ergeben sich 
die beiden grundlegenden Erzeugungen: 

(iv) *)*,.(- *) - »./**) - 

(IV) s,.(*)s„(*)s„(- *)*„(- *) - ») , 

die im übrigen gleichwertig sind, da jede von beiden die Umkehrnng 
der andern darstellt, so daß man sich auf die erstere beschränken darf. 

Denkt man sich rückwärts den Parameter l von S xt in (IV) 
beliebig (=f= o) gegeben , so läßt sich von den beiden Parametern 
/?, k der eine, z. B. k noch beliebig (=J= o) wählen, am einfachsten 
gleich Eins. Die Erzeugung einer S xt (l) aus den Fundamental- 
substitutionen S xy , S yt ist somit repräsentiert durch: 

(iv) s„(/) - s„(/)s„(i)s„(- Qs,.(- 0 • 

Demgemäß gilt: 

Satz II: Eine Elementarschiebung S xt ist aus zwei 
anderen solchen vom Typus S x % S als Fundamental- 
substitutionen gemäß (IV a ) erzeugbar. 
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Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes lassen sich aus 
irgend n, einen Zyklus bildenden Elementarschiebungen, die reprä- 
sentiert seien durch: 

( 6 l) S ll, S K, S U, • • S n-l t n, S u,H 

alle übrigen Elementarschiebungen (3) erzeugen. 

Dabei empfiehlt es sich, wie üblich, auch Indizes > n zuzu- 
lassen, die dann jeweils durch ihren kleinsten positiven Rest mod. n 
ersetzt zu denken sind. So ist z. B. S m _ , . mit «S. , identisch usw. 

Durch Anwendung des Satzes II auf je zwei benachbarte S 
des Zyklus (6J gewinnt man die Individuen der zweiten Serie: 

Kombiniert man weiter S 1S mit £ 24 , S ti mit Ä 867 so ge- 
langt man zu einer dritten Serie (6 8 ) vom Typus £ r> r +8 (r — 1 , 2, . . . n). 
Fahrt man so fort, so ergeben sich im ganzen n — 1 Serien (6,), 
(6,), ... (6 J| _ 1 ) von je n Individuen, wo diesen Serien der Reihe 
nach die konstante Indizesdifferenz 1, 2, . . . n — 1 zukommt. Da- 
mit sind, wie leicht zu sehen, die sämtlichen n(n — 1) Elementar- 
schiebungen S ik (i =f= erschöpft. Zugleich ist ersichtlich, daß 
man mit einer geringeren Anzahl von Elementarschiebungen, als «, 
nicht auskommen kann, um alle übrigen daraus zu erzeugen. Man 
hat also den 

Satz HI. Die n(n— 1) Elementarschiebungen S ik (i^=k) 
lassen sich aus irgend «, einen Zyklus bildenden, z. B. 
$w S M » • • • S n l als Fundamentalsubstitutionen erzeugen, 
und aus keiner geringeren Anzahl. 

Um daher eine beliebig vorgelegte unimodulare Substitution 
U m in n Variabein aus den S 1S , S n , . . . S t zusammenzusetzen, 
genügt es, die U n in irgendeiner Weise mit Hilfe irgendwelcher 
der n(n — 1) Elementarschiebungen zu erzeugen. 

Im Falle n = 2 ist die Erzeugung einer beliebigen U t aus 
und S 91 bekannt. 1 ) 



1) Man bat die Erzeugung: 

wo m einen überzähligen Parameter bedeutet, der im übrigen will- 
kürlich und nur so zu wählen ist, daß ß — m& von Null verschieden 
auafäilt 
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Man bediene sich daher der vollständigen Induktion, nehme 
die Erzeugung einer U n aus Elementarschiebungen 

s .*(*4= *i t, fc= i, 2, . . . ») 

als erwiesen an, und leite hieraus die entsprechende Erzeugung einer 
beliebigen U n + 1 vermöge der £ <A (i=£=&; i, k — i, 2, . . . » + i) ab. 

Die f7 B , mit Koeffizienten m <4 , werde als eine ü n+l geschrieben, 
indem man sie mit zwei Reihen von Nullen rändert, und als letztes 
Element eine Eins hinzufügt 

Der erste Erweiterungsschritt besteht in dem Übergange von 
der vorgelegten speziellen U H + l zu einer solchen, wo die n ersten 
Elemente der letzten Kolonne n beliebige Größen >|+1 (»= i, 2, ...n) 
aufweisen. Man konstruiere durch Zusammensetzung von n Ele- 
mentarschiebungen des Typus: 

die Substitution: 

(8) + + 1, ... »), a.+i-y. + i. 

Setzt man diese mit U n+1 zusammen, so entsteht eine neue 
unimodulare Substitution C7« +1 , die sich von Z7 n+1 dadurch unter- 
scheidet, daß in der letzten Kolonne statt der n Nullen der Reihe 
nach die Größen u t fÄ + 1 , "t |W+ n • • •» M »,« + i auftreten, wo: 

(9) = M« + V,2 + • • • + -1,2,... n ). 

Da die Determinante dieser, in den n Größen h { linearen Glei- 
chungen nach Voraussetzung gleich Eins ist, lassen sich dieselben 
stets nach den h ( auflösen, und man kann so von einer beliebig 
vorgelegten Uu+i zur U n + l zurückgelangen. 

Sodann wird man die n noch in Un + t verbliebenen Nullen 
abermals durch beliebige Größen zu ersetzen haben. Man. setze 
n Elementarschiebungen von der Art 

( 10 ) + + ' • •» $. + !,,.(*■) 

zusammen zu der Substitution: 

(11) x,^y ly *» + i=y„^ + *i^ + *VV 2 + ... + ^JV 

€'bt man diese auf die Un + i aus, so entsteht eine U'n+ 1, in deren 
letzter Kolonne, wie bei Z7« + i, die u i n + ly und in deren letzter 
Reihe die fc,, mit dem letzten Elemente Eins stehen, während die 
n % übrigen Elemente v ir die Werte haben: 

(12) V- W <r + Ä r W i,» + l(^ r= I, 2 .. . «). 
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Der eindeutige Rückgang von einer beliebigen 17»+ 1 zur 
Un+i vollzieht sich unmittelbar. 

Nunmehr ist nur noch der an der letzten Stelle in J7«'+ 1 ver- 
bliebene Einer durch eine beliebige Größe (inkl. o) zu ersetzen, um 
eine ganz beliebige unimodulare Substitution V H + l vor sich zu 
haben. Ist wenigstens eine der Größen z. B. von Null ver- 
schieden, so kombiniere man die I7 n '+ 1 mit einer Elementarschiebung 
S t n+1 (m), dann treten nur in der letzten Kolonne der F H + 1 neue 
Koeffizienten F <n + 1 , w auf: 

(*3) » <fB+ i =-",,„ + ! + mv n (i= i, 2, . .., n) y o>~ i + m^. 

Bei der Auflösung von (13) nach m und den u t n + l tritt als 
Nenner nur die von Null verschiedene Größe fcj auf. Man kann 
demnach stets wieder rückwärts von einer beliebig vorgelegten 
V n + 1 zu einer ZJ'n+\ gelangen, solange nicht alle n ersten Ele- 
mente k. der letzten Reihe verschwinden. 

Indessen ist der letztere Fall ohne Mühe mittels einer Spezia- 
lisierung des beim zweiten Schritte eingeschlagenen Verfahrens auf 
den soeben behandelten zurückfuhrbar. Verschwinden nämlich alle 
Jtj, so daß co =^= o sein muß, so kombiniere man vorerst V n + l mit 
einer S n + ll (kl), wo der Parameter l[ willkürlich sein darf, nur 
von Null verschieden. Hiermit wird F B + 1 zu einer unimodularen 
TT -+1 , bei der nur die Elemente der ersten Kolonne neue Werte 
tc iX , Äj aufweisen: 

(14) w n = v n + *i't? <fB + 1 (i =1,2,.., w), k x — klu, 

wo l\ sicher nicht verschwindet. Auf diese W H + l ist aber das 
durch die Umkehrung von ( 1 3) repräsentierte Verfahren anwendbar. 

Demnach ist jede unimodulare Substitution in n Variabein 
aus Elementarschiebungen erzeugbar. 

Die Verbindung dieses Ergebnisses mit Satz (HI) liefert 1 ): 
Satz IV. Jede unimodulare Substitution in n Vari- 
abein ist aus «, einen Zyklus bildenden Elementar- 

1) Der Satz IV gilt auch für die Erzeugung unimodularer Sub- 
stitutionen U n mit ganzzahligen Koeffizienten aus Elementarschie- 
bungen mit ganzzahligen Parametern (± 1). Man erkennt dies, wenn 
man das Verfahren des Textes kombiniert mit dem von H. Weber 
(Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen, Braunschweig 1891, 
p. 75) für den Fall n = 2 angegebenen alternierenden Prozesse: man hat 
letzteren nur sukzessive auf zwei geeignete Kolonnen der Substitutions- 
detenninante zu übertragen, bis sich die U n auf eine U n - X reduziert. 
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Schiebungen — und, abgesehen von besonderen Fällen, 
auch aus keiner geringeren Anzahl solcher — als Funda- 
mentalsubstitutionen erzeugbar. 

Daß endlich eine beliebig vorgelegte Substitution S{z) mit 
einer von Null und Eins verschiedenen Determinante J vermöge 

irgendeiner Elementarstreckung (3) von der Art: x i = (während 

alle übrigen Variabein ungeändert bleiben) auf eine unimodulare 
Substitution reduzierbar ist, liegt auf der Hand. Es gilt daher: 
Satz V. Betrachtet man n Elementarschiebungen 
^<*(* + *) eines Zyklus nebst irgendeiner Elementar- 
streckung S it als Fundamentalsubstitutionen, so läßt 
sich aus ihnen eine beliebig vorgelegte Substitution Sin 
w Variabein mit einer nicht verschwindenden Determi- 
nante erzeugen, und eine Erzeugung von S mittels einer 
geringeren Anzahl von Elementarsubstitutionen ist im 
allgemeinen nicht möglich. 

Aus den Sätzen IV und V folgt aber ohne weiteres: 
Satz VI. Von den n(n — 1) linearen partiellen Dif- 
ferentialgleichungen (II) V fi = o(i^]c) für eine unimodu- 
lare Invariante J von Urformen g, . . . in n homogenen 
Variabein genügen bereits irgend n zyklisch verbundene, 
z. B. V ia =- o, V M = o, . . ., V j — o, um J als eine unimodu- 
lare Invariante der /*, <7, . . . zu charakterisieren, indem 
sich alle übrigen (« — i)* Gleichungen V <4 — 0(1 + jfc) als 
eine Folge jener n ersten darstellen. Soll überdies die 
unimodulare Invariante J zu einer vollständigen Inva- 
riante der f,g..., von einem Gewichte w, werden, so ist 
dazu notwendig und hinreichend, daß noch irgendeine der 
n linearen partiellen Differentialgleichungen (lH)V << = o 
erfüllt ist; die n — 1 weiteren Gleichungen dieser Art 
sind dann von selbst erfüllt. 

§3. Analytische Darstellung der Abhängigkeiten zwischen n* Differential- 
gleichungen einer Invariante. 

Sind -4, B beliebige linearpartielle Differentiationsprozesse in 
n unabhängigen Variabein r,, . . . z n : 

(. 5) A -2«<k' B -2*k 
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wo die a iy ß t beliebige (in einem gewissen Bereiche eindeutige, 
differentüerbare) Funktionen der t i bedeuten, und versteht man 
unter AB die Aufeinanderfolge der Prozesse B y A y so ist der 
PoissoNsche „Klammerprozeß" {AB} definiert durch 

(16) {AB) =AB-BA. 

Die Ausführung der rechten Seite liefert die Darstellung: 

(>7) 



« = 1 i = i 1 dz k dz k 



Für A, B setze man insbesondere zwei Prozesse V Xy , V yj vom 
Typus (II): 



.8) 



+ 



rst... 



_d 

(i + * + f + • • • — w, r -f * + ' + * • * ^ i>, • • •) 

wo nunmehr die & r#r die Rolle der Variabein z spielen. 

Man betrachte rechts zunächst je den ersten, auf die Koeffi- 
zienten a ltl ... der Urform f(i) bezüglichen Bestandteil; der bezüg- 
liche Teil des Prozesses (V xy V y ,) sei {V^V,,},. Bezeichnet man 

für den Augenblick die Koeffizienten der ^— in V xy , V y , mit 

*f*i...» ßtki .1 also: 

«(H...- * a <+i,*-i,i...» ßikl. -^ + - » 
(* + * + J + ■••-«), 
so erhält man auf Grund von (17) und (19): 

(*>) ( v x ,v y , ) , - ^ j «a*^ 

wo sowohl die Indizes i, &, /, . . wie die Indizes f", , & n / lv . . . alle 
Dichtnegativen ganzzahligen Wertsysteme mit der Summe w (Ord- 
nung von f) durchlaufen. Nun verschwinden aber gemäß (19) alle 
dßiki 

Y a — —% ™it Ausnahme des Falles i t = 1, Ä 1 «- & + 1 , ^ — / — 1 , . . . , 
•» *i *» ■ • • 

wo 

(11.) //-—■='. 



d d 

(24) { v, r v r ,} -2 , '« (+ i.M-i."-ä«---+-2' <6 r+i...«-i.-"ä*T + 



202 "W". Fb. Meykk: 

und entsprechend verschwinden alle ^— - , mit Ausnahme des 

Falles ij — i + 1 , fcj = — 1, /, = i, . . wo: 

(21b) a — fe. 

Demnach reduziert sich der Koeffizient von * in (20) auf: 

( 22 ) ^+i 1 *,i-J.-l(*+ 1 )-*) -' a *+i.*.i-i.-.. 
und (20) wird zu: 

( 2 3) { v„v„ j , - Jgiq, + .,»,, - 1 .■• • a«!r ' 

Verfahrt man analog mit den Aggregaten ( V V } , usw., so 
ergibt sich für den vollständigen Klammerprozeß (V xy V yj ): 

Hier ist aber die rechte Seite gemäß (ü) nichts anderes als 
der Prozeß V XJ , somit gilt die grundlegende Identität: 

(V) ( V V 1 =V V — V V = V 

Um dieselbe allgemeiner zu schreiben, bediene man sich wieder 
der früheren Bezeichnung V^V^V^ für die den Elementarschie- 
bungen fo, «"i), korrespondierenden Schiebungs- 
prozesse (II); dann nimmt (V) die Gestalt an (i «f k, k 4» /, i + J; 
t, fc, / = 1,2,...«): 

(V) ( v jt v tl ) = V H V M - v i( v, t - v„, 

und man hat: 

Satz VII. Zwischen irgend drei linearpartiellen 
Schiebungsprozessen (II) vom Typus V <4 ,V 4I , V 4I besteht 
die Abhängigkeit (V). 

Die Identität (V) und der Satz VII korrespondieren der 
Gleichung (IV a) und dem Satze II über die Erzeugung einer Ele- 
mentarschiebung S a aus den Elementarschiebungen S ik , S kl . 

Auf Grund des Satzes VII lassen sich die nach § 2 zwischen 
den n(ti — 1) Schiebungsprozessen V^i + fc) bestehenden n(n— 1) 
— n = (n — 1 )' Abhängigkeiten in sehr einfacher und übersicht- 
licher Gestalt darstellen. 

Man fasse den Klammerausdruck in dem besonderen FaUe 
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(V) der Prozesse 

^•*>^*j a ^ e i Q symbolisches, eben durch eine 
geschweifte Klammer zu bezeichnendes Produkt {V <t V H } auf: 

Dann findet die Herleitung der Schiebungsprozesse (6 8 ), (6 S ).. 
(o»-i) aus den Schiebungen £„, S S5 ,...,S n ! des Zyklus (6j) ihre 
Übertragung auf die entsprechenden Schiebungsprozesse V <4 auf 
Grund des Gesetzes (V). Zunächst hat man: 

l 6 Ö V r,r+1 = { V r,r + l V r + I,r + t)i (f - I, 2,...n). 

Sodann kommt, entsprechend der Serie (6 8 ), unter Benutzung 
von (6^): 

W) ^r,r + S-{V r , r + 1 {V r + 1)r + 8 V r + 8tr + 8 }} 

= { {^r,r + l^r + l,r + l)^r + ! ,r + s}' 

Die rechte Seite enthält die Weiterbildung des Produkt- 
begriffes für den Fall von drei konsekutiven Prozessen des Zyklus 

Bei allgemeinen Prozessen A, B,C vom Typus (15) würde 
eine derartige Erweiterung des Produktbegriffes {<4i?} zwecklos 
sein. Denn die bekannte Jaco Bische Identität 

(25) \[AB\c}+{\BC)A) + {\CA)B}=o 

lehrt, daß ein solches Produkt { {42?}c} nicht einmal das asso- 
ziative Gesetz befolgen würde. In unserem besonderen Falle da- 
gegen, wo A = V, t , B = V H , C = V lm , verschwindet { V Jm V a } 
identisch, da S tta ,S ik unabhängig voneinander, also auch vertausch- 
bar sind. Da ferner stets {AB} =— [BA) f so reduziert sich 
in der Tat die JACOBische Identität (25) auf: 

Das ist aber gerade das in der rechten Seite von (6^) bereits 
enthaltene assoziative Gesetz für das „Produkt" von V <t , V A „V, m . 

Fährt man so fort, und verbindet die Erzeugung der Serien 
(^i)t (63)1 • • • aus dem Zyklus (6J mit dem elementaren 

Beweise der Arithmetik, daß ein Produkt aus einer beliebigen 
Anzahl s von Faktoren das assoziative Gesetz befolgt, sobald dies 
für drei Faktoren gilt, so gelangt man zu dem Begriffe des sym- 
bolischen Produktes von s(< n) sukzessiven Jh-ozessen des Zyklus 

(VI) ( V rt r+1 V r+1 ^ rJ . s V r + 3i r + 4 . . . V r+f _ lff+f )• 
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Man zerlege, ohne die Reihenfolge zu ändern, zuvörderst in 
irgendzwei Gruppen: 

diese wiederum von neuem usw., bis man schließlich entweder zu 
einzelnen V gelaugt, oder aber zu Produkten von zwei solchen, die 
konsekutiv sind« Vereinigt man alle diese so erhaltenen Prozesse 
in dem von r nach r -f s hinlaufenden Sinne vermöge sukzessiver 
Anwendung des Klammerprozesses { AB } , so folgt auf grund wieder- 
holter Anwendung des Gesetzes (V), daß der Wert des Produktes 

(VI) unabhängig ist von der Art der Spaltungen in Teilgruppen. 
Damit ergibt sich als Verallgemeinerung von (V) das Gesetz: 

(VII) V r r+< = ( V r r + l V rJ . l r+ , , . . . V r+f _j ff . +< ), 

wo die Indizes r, s unabhängig voneinander die Werte i bis w, 
resp. i bis n — s durchlaufen können. 

Verschwinden insbesondere n zyklische Prozesse V 18 , V, 3 , . . 
V w w + 1 , so auch alle übrigen V fJk (t 4= *)• Damit ist bewiesen: 

Satz VIII: Die Abhängigkeit zwischen den n(n — i) 
Differentialprozessen (II) V, t (»^=&), und damit im beson- 
deren die Abhängigkeiten zwischen den n(n — i), den 
Elementarschiebungen (3) S ik entsprechenden linearen 
partiellen Differentialgleichungen V <t = o für eine uni- 
modulare Invariante, finden ihren analytischen Aus- 
druck in der Identität (VH), wo rechterhand das durch 
(VI) definierte symbolische Produkt von s sukzessiven 
Prozessen V a (»<&) mit konstanter Indizesdifferenz Eins 
steht. 

Es bleibt noch übrig, einen ähnlichen Zusammenhang zwischen 
den n zyklischen Schiebungsprozessen V 18 , V M , . . . V B I1 + 1 und 
irgendzweien der Streckungsprozesse (III) V rr herzustellen. 

Im Klammerausdrucke [AB] (17) nehme man jetzt für A, B 
die Prozesse V xy , V yx (18): 



(*7) 



+ + V-- ^ 1 » 

co rtt ... 



CO rtt . . . 
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Indem man sich vorerst wieder auf den der Urform f ent- 
sprechenden, mit {V ;ry V FX ) / zu bezeichnenden Teil des Prozesses 

{ V <y V yx ) beschränkt, hat der Koeffizient a ikl .. . , ß ikt . . . von 



in A resp. B gemäß (27) den Wert: 



dam... 



(28) 



... — k a i + i, k-l,l, A 



Dann entsteht auf Grund von (17): 

da. 



'<-l,ft+l,l, 

A 4 * 4 ^ • • • 

d ßiki ... 



wo, wie in (20) stets die Summe der t, k, J, . . . gleich der Summe, 
der i,, Jfc n ? lt . . ., gleich der Ordnung m von f ist 



Mit Bücksicht auf (28) verschwinden in (29) alle 



du 

da. 



iki 



wo 



mit Ausnahme des Falles ^ — « -f- 1, k t = Ä — 1, l t — J, 

sich der Wert k ergibt, und entsprechend verschwinden alle " 

mit Ausnahme des Falles 4 = * — 1, &, -= & -f 1, ^ = wo 
man den Wert » erhält. 

Im ersteren Falle hat die einzige, in (29) nicht verschwindende 
Determinante den Wert — k(i -f i)a a ,..., und in letzterem Falle 
den Wert + t(A' + i)a ikl ... Mithin gelangt man, bei analoger 
Berücksichtigung der weiteren Urformen g y h, . . ., zu der Dar- 
stellung 



(30) 



+ ^-*)6 rt( ... 



rat-" 



Hier ist aber gemäß (HI) die rechte Seite nichts anderes als 
die Differenz V xx — V yy , und es besteht die zweite fundamentale 
Identität: 

(VIII) { V ik V ki )=V„- V M (< + 

Hieraus folgt sofort die Darstellung irgendeines V rr (r>*i) 
Termöge V n und der ersten r der n zyklischen V, 2 , V 23 , ... V rtl : 

(mr) v rr - v„ - { ) - { v„v M )-...- ( v r _,, r v f , p . , 1 

und damit: 

Satz IX. Die Abhängigkeit der n— 1 Streckungs- 
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prozesse V rr (r > i) von dem ersten, V n , und den n zyk- 
lischen Schiebungsprozessen V 12 , V M , . . . V Hl , und damit 
wiederum im besonderen die Abhängigkeiten zwischen 
den entsprechenden linearen partiellen Differential- 
gleichungen für eine Invariante J", findet ihren ana- 
lytischen Ausdruck in der Identität (VIH'). 

Die Sätze VIII und IX enthalten sämtliche Abhängigkeiten 
zwischen den w* Prozessen V u (* ^ ä), und damit zwischen den n* 
Differentialgleichungen für eine vollständige Invariante J\ diese 
n 2 Gleichungen sind in Wahrheit mit nur n -f- i gewissen derselben 
gleichwertig, insofern alle übrigen eine Folge jener n + i sind. 

Da eine einzelne Gleichung V rr = o für sich vermöge ihrer 
Herleitung aussagt, daß der Ausdruck J in der Gesamtheit der 
Koeffizientenreihen « <t ,..., Ktt .-» - bezüglich des r** 11 Index iso- 
bar ist, von einem konstanten Gewichte w % so folgt aus den Sätzen VIII 
und IX insbesondere, daß eine unimodulare Invariante / der Ur- 
formen f, g, A, . . ., die überdies bezüglich irgendeiner einzigen der 
w Indizes isobar 1 ) ist, von einem Gewichte ic, die letztere Eigen- 
schaft auch bezüglich aller übrigen Indizes besitzt, und damit zn 
einer vollständigen Invariante der /, g y A, . . . wird. 

Addiert man andererseits die n Prozesse V rr (r «=» 1,2,...«) 
so entsteht: 

0 . ) 12 v - - »2 •»> ■ -ja— + * 2 h »> ■ ■■ d:~ + • • ' 

l — nwJ . 

Es werde angenommen, daß / eine unimodulare Invariante 
der /*, g, A, . . . sei, die einzeln in den Koeffizientenreihen a ikt . ., 
b rtt ,,., . . . der /*, g t . . . homogen ist, von den resp. Dimensionen 



1) Es habe J die Gestalt 

J = V C a\ ikt - -a/> i > l >' ...b ,lr ' t -'b' lr ^'>-''..-, 

ikl... rtt... r 1 * 1 t 1 ... 

wo die c nummerische Faktoren sind, so sind die Bedingungen A u = 0» 
Aj, = o, . . wie schon Dervyts (1. c.) festgestellt hat, gleichwertig mit 
den arithmetischen Gewichtsrelationen, die eben den Isobarismus hin- 
sichtlich des ersten, zweiten . . . Index aussagen: 
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d fy d g ... Durch Anwendung des Euler sehen Satzes auf die 
Summen rechterhand von (31) entsteht: 

n 

(3 2 J ^ V " = + + + HW)J 

r = 1 

Aus (VIII) folgt, daß das Verschwinden von V 12 , V J3 , . . . V wl 

nebst ^ V rr das der einzelnen V rr nach sich zieht. Das Ver- 
1 

1» 

schwinden von ^V rr besagt, daß die Relation besteht: 

1 

(33) md f +pd g + qd h + . • • — nr 

Satz X. Ist eine unimodulare Invariante J in den 
Koeffizientenreihen der Urformen g, //, ... einzeln 
homogen von den Dimensionen dj,d y ,d h , . . und besteht 
zwischen diesen Dimensionen eine Relation von der Ge- 
stalt (33), wo m, j>, g, . . . die Ordnungen von f,g,h, ... be- 
deuten, so wird damit J zu einer vollständigen Invariante 
der g, h, . . ., vom Gewichte tu. 

Die Entwicklungen des Textes gestatten einmal die Aus- 
dehnung auf den allgemeineren Fall, wo die Urformen /*, <jr, h, . . . 
mehrere Variabelnreihen x tJ x t1 . . . x H , x{, xi t . . . x' n , usw. ent- 
halten, die inkongruenten, d. h. voneinander unabhängigen Sub- 
stitutionen S, S\ ... unterliegen. 1 ) Jeder der Variabelnreihen 
korrespondiert dann, für eine Invariante J gegenüber sämtlichen 
Substitutionen 5, S' . . . ein System von «~, resp. w' 8 , usw. Diffe- 
rentialgleichungen V.jk = o, V,'* = 0 (t ^ £), usw., und für jedes 
einzelne dieser Systeme gelten die oben aufgestellten Abhängigkeiten. 

Anderereits kann man an Stelle der bisher betrachteten In- 
varianten J[(a)y • • •] »in engerem Sinne" allgemeinere 
„Komitanten" zugrunde legen, die auch noch von Variabelnreihen 
abhängen, Kovarianten, Kontravarianten, Zwischenformen usw. 

Die Entwicklungen des § 2 bleiben überhaupt unberührt 
davon, welcherlei Variabein die invarianten Bildungen außer den 
Koeffizienten der Urformen enthalten. Dagegen bedarf das in § 3 
eingeschlagene Verfahren der Klammerprozesse einer Ergänzung. 

1) Man vgl. meine Mitteilung in den Göttinger Nachrichten 1008, 
Mtzunir vom 8. Februar. 

Math -phys. Klaaee 1908. Bd. LX. I 5 
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Seien j?(<w) kogrediente Variabeinreihen (z), {y), (*),... vor- 
egt, so nennt man die „Zwischenvariabein pter Stufe* 4 die der 
jener Reihen zu entnehmenden Determinanten 

3 4) 37, i 7 /, . . . i p — I */, . . . | • 

Die Komitante enthalte etwa je eine von jeder Gattung 
der Zwischenvariabein; setzt man in J die vermöge einer Substi- 
tution (2) entstehenden neuen Koeffizienten und Variabein ein, so 
soll die Bedingung (I) erfüllt sein. Die in § 1 eingeschlagene 
Methode führt dann zu den n*, zu (II) (III) analogen Forsyth- 
schen Differentialgleichungen 

_ JJ 

X ir$t n?, T °i 



X irst - n 7\ T ~~ °- 



Hier sind unter V l4 ,V tfi die Prozesse (II), (III) zu verstehen, 
und innerhalb der Summen durchlaufen die von i und fc, resp. 
von t, und unter sich verschiedenen Indizes r, s, . . . alle erlaubten 
Kombinationen der ersten, zweiten,... (w — 2)ten Klasse innerhalb 
der Indizes 1 , 2 . . . n. 

Es soll die Wirkung der beiden Klammerprozesse (EjjEjjj 
und {E^E^) auf die Teilaggregate pter Stufe untersucht werden 

Man bezeichne im ersteren Falle wieder die Koeffizienten von 

d 0 
— ( r? s = 2 , 3 . . .p) in E 12 mit a lr ,.., die von 3- 

(**, s = 1 , 3-. J>) in E^s mit ß Sr , .., so haben dieselben gemäß (lT( 
die Werte: 

Somit wird: 

während alle übrigen Ableitungen der «, ß verschwinden. Auf Grund 
der allgemeinen Formel (17) verschwinden bei der Bildung von 
K s ] gemäß (35 ) , (35a) alle Glieder außer den folgenden: 
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Ä 2r«... Ar*... 
^in.-' ^lr,. . 
d*Ir....'d**r.... 



— X 

o 



^ X lr,... —I, O 



Damit ist maD aber gerade zu den in E 18 auftretenden Teil- 
aggregaten joter Stufe gelangt, und es gilt, als Verallgemeinerung 
der Identität (V): 

(Va) {E„, E„}-E,,. 

Man gehe jetzt zu {E, f E 2l } über. Bedeuten jetzt a lr< . 
ßir. ... ( r > * • > 2 ) die Koeffizienten von p - , in E lt , 

E„, so hat man auf Grund von (111'): 
(37) «i r# ... ™ — «j rj ßt rg ... — — ^i r , 

^«lr,... _ , ^ftr« 



(37*) 



aar, 



ri... 



dx t ^ 



während wiederum alle übrigen Ableitungen der a, 0 verschwinden. 
Von den Teilaggregaten pter Stufe in {E 12l Eji) verbleiben ge- 
mäß (37), (37 a) nur die folgenden Glieder: 

@in... „ a lrt.. ßlr$... 



138) 



rt 



d 



rix 



ir#... 



°< -*lr,.., 
— ! , O 

a 



' a«— '9«, ! 



+ y.-*- -*> 



rt...'* 
O, - I 



Damit ist man aber, auf Grund von (III'), gerade zu den in 
E n — Ej 2 auftretenden Teilaggregaten j;ter Stufe gelangt, und es 
gilt, als Verallgemeinerung von (VHT), die Identität: 

(Villa, (E u , = 

Im übrigen bleiben sämtliche, oben aus (V), (VIII) gezogenen 
Folgerungen bestehen; man hat nur jeweils jeden V-Prozeß durch 
den entsprechenden E-Prozeß zu ersetzen. 

15* 
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Enthält / von irgendeiner Gattung der Zwischenvariabein 
mehrere kogrediente Systeme, so hat man in (II'), (III') nur die 
bezüglichen Summen auf jene Systeme auszudehnen, was auf die Er- 
gebnisse (Va), (Villa) keinen Einfluß ausübt. Umgekehrt können 
eine oder mehrere oder auch sämtliche Gattungen von Zwischen- 
variabein in J garnicht auftreten, dann fallen in (II'), (HI') einfach 
die bezüglichen Tenne weg. Enthalten andererseits die Formen J 
überhaupt keine Koeffizienten, werden also zu „identischen" Komi- 
tanten, so sind in (II'), (III') die Aggregate V a ,V lf zu streichen. 
Zieht man endlich den allgemeinsten Fall in Betracht, daß auch 
die Urformen f y g... außer den (x) noch Zwischenvariabein irgend- 
welcher Gattungen mit sich führen, so erleiden nach Forsyth (1. c) 
nur die Aggregate V <4 ,V <f in (II'), (III') eine gewisse Modifikation; 
die Identitäten (Va), (Villa) bleiben dieselben. 

Dies überträgt sich wiederum auf den Fall mehrerer inkon- 
gruenter Variabeinreihen usw. 

Somit gilt: 

Satz XI. Die Identitäten (V), (VIII), nebst sämt- 
lichen daraus gezogenen Folgerungen, bleiben bestehen, 
auch wenn die invarianten Bildungen und die Urformen 
noch irgendwelche Zwischenvariabein enthalten; man hat 
nur die Prozesse V i/t , durch die entsprechenden all- 
gemeineren zu ersetzen. 
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SITZUNG VOM 20. JULI 1908. 

Herr Nkumaxn trügt vor: „Über das logarithmische Potential einer ge- 
wissen Ovalflache." 

Herr Wiknbr übergibt für die Berichte eine Arbeit von Dr. Liliknfkld: 
„Über neuartige Erscheinungen in der positiven Lichtsäule der Glimm- 
entladung", und von Prof. Makx: „Über den Einfluß der Röntgen- 
strahlen auf das Einsetzen der Glimmentladung." 

Herr Wikwbb tragt über eine für die Abhandlungen bestimmte Arbeit 
vor: „Der Zusammenhang zwischen den Angaben der Reflexions- 
beobachtungen an Metallen und ihren optischen Konstanten." 

Herr Crkdneb legt den zehnten Bericht von Dr. Etzold über die Be- 
obachtungen am Leipziger Seismometer für die Berichte vor. 

Für die Herausgabe der Werke von L. Boltzmahn wird ein Rest- 
betrag von 3 so JC bewilligt. 
Geschäftliche Mitteilungen. 
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Über neuartige Erscheinungen in der positiven 
Lichtsäule der Glimmentladung. 

(vgl. Verh. Deutach. Phys. Ges. Vm, 10. November 1906, IX t 22. März 1907, 
sowie Phys. Ztschr. IX, 6, Januar bis Marz 1908.) 

Das Potentialgefälle in Fraktion der Stromdichte. 

Von 

J. E. Lilienfeld. 

L 

Manche Umstände, insbesondere die von der nicht genügend 
vielseitigen Erfahrung nur mangelhaft gewährleistete Reproduzierbar- 
keit eines Teiles der in den oben angeführten Arbeiten beschriebenen 
Phänomene, veranlagten das eingehende Studium des Potentialgefälles 
in der positiven Lichtsäule bei tiefem Vakuum in Funktion der 
räumlichen Koordinaten sowie der Stromdichte. 

Es wurde bereits in der ersten der oben angeführten Mit- 
teilungen festgestellt: 

1) daß das Potentialgefälle von einem gewissen tiefen Drucke 
an bei abnehmendem Drucke steigt, 

2) daß bei extremem, mit den äußersten Hilfsmitteln erreich- 
barem Vakuum das Potentialgefalle (für das der damaligen Er- 
forschung zugängliche Gebiet) mit der Stromdichte zunimmt. 

Diese beiden Tatsachen sind neu den für gewöhnlich an den 
Vakuumröhren beobachteten gegenüber. 1 ) 

n. 

Die von mir angewandte Methode war die der Messung der 
Potentialdifferenz zwischen feinen in die Achse der Entladung tau- 

1) H. A. Wilsoh Proc. Camb. Phil. Soc. XI beschreibt bei sehr 
kleinen Stromdichten auch ein abweichendes Verhalten der Entladung 
bei mehreren mm-Druck, welches jedoch dem Wesen nach mit dem 
von mir beschriebenen nichts gemeinsames hat. 



Digitized by Google 



J. E. Liliekfkld : Das Potwitialg«fIllb in Funktion deb Stbomdichte. 2 1 3 

chenden Sonden 1, 2, 3, 4, 5, 6, (Fig. 1). Die Sonden sind bis 
auf die etwa 1 mm langen freien Enden möglichst fein mit Glas 
überzogen. Sie stehen vermittels Quecksilberkontakte mit der 
Elektrometerleitung in Verbindung. Zum Zwecke der besseren Iso- 
lation sind die feinen Röhren, in denen die Quecksilberkontakte 
liegen, ziemlich lang und unter Anwendung der üblichen Maßregeln 
mit Schellack überzogen. Die in der Figur angegebene Röhre ge- 
stattet die Messung bei einem Querschnitte von 10, 15, 20 mm. 
Die Entfernung der einzelnen Sondenpaare ist so gewählt, daß 




K 

Fig. 1. 



zwischen je zweien derselben ungefähr dieselbe Potentialdifferenz 
zustande kommt zu dem Zwecke, mit einem und demselben Elektro- 
meter bei gleicher Empfindlichkeit die Messungen gleichartig aus- 
fahren zu können. Sonst besteht die Röhre aus der Kugel mit der 
Oxydkatode 0 und aus einer kleineren Erweiterung, welche die 
plattenfönnige Aluminiumanode A enthält. Außer der hier ange- 
gebenen, aus Jena 7 Normalglas hergestellten Röhre wurden noch 
mehrere andere von der obigen nur durch den Entladungsquerschnitt 
und Sondenabstand verschiedene benutzt. So z. B. eine aus Thü- 
ringer Glas mit 14 mm Entladungsdurchmesser und vier Sonden, 
die je 40 mm voneinander entfernt waren, und zum Studium des 
Gefälles längs der Achse dienten. 

16* 
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m. 

Um ein einigermaßen reproduzierbares Vakuum zu haben, wurde 
stets auf die äußerste, vermittels äußerst sorgfältiger Spülung mit 
chemisch reinem Sauerstoff und Adsorption durch Holzkohle bei der 
Temperatur der flüssigen Luft erreichbare Luftleere eingestellt Da 
ich den Eindruck habe, als wäre man hier erst am Anfang eines 
neuen Gebietes, sollen die Versuche unter Anwendung weiterer tech- 
nischer Hilfsmittel bei noch weiter vorgeschrittenem Vakuum fort- 
gesetzt werden. Und zwar ergab es sich, daß für die in der Ent- 
ladungsrohre herrschende Gasdichte durchaus nicht die Gasdichte 
über der kältesten Stelle, also hier über der Holzkohle, maßgebend 
ist. In einer eigens konstruierten Vorrichtung, in der bei etwa 
7 Milliamp. Entladungsstrom eine Elektrodenspannung von etwa 
2000—2500 Volt herrschte, stieg die Spannung bei der Kühlung 
des Entladungsrohres auf — 79 0 bis zu etwa 4000 — 4600 Volt, 
bei einer Kühlung auf — 180 0 bis zu 5000 — 6200 Volt; dabei 
wurden die Schwankungen der Zahlen von der Vorbehandlung der 
Röhre, der Kühlungsdauer und einigen anderen, vorläufig bestehen- 
den Komplikationen bedingt. Immerhin ist obiges ein Beweis, daß 
die von den Gefußwänden allein im Baume bedingte partielle Gas- 
- dichte bei dem vermittels Holzkohle und flüssiger Luft erreichbaren 
Vakuum bereits einen sehr bedeutenden Teil der gesamte* Gas- 
dichte ausmacht. 

Über die chemische Natur der Gasreste gibt ein Taschenspek- 
troskop Aufschluß in dem Sinne, daß das Spektrum bei ungekühlten 
Gefaßwänden im wesentlichen aus der von Wüllner (Ann. d 
Physik VIH, 1879) beschriebenen Superposition des Sauerstoff- 
banden- sowie des Kohlenstoffbandenspektrums besteht, in den 
variabelsten Verhältnissen der relativen Intensität beider Kompo- 
nenten; auch eine geringe Beimengung von Wasserstoff ist — 
manchmal nur eben noch — zu erkennen. — Bei der Kühlung der 
Wände des Entladungsgefaßes mit flüssiger Luft ging (es konnten 
zurzeit nur wenige Versuche dieser Art ausgeführt werden) die 
Helligkeit der erwähnten Spektren sehr stark zurück und das scharfe, 
bei weitem hervorragendste Helligkeitsmaximum des nunmehrigen 
Spektrums war in der Umgebung der D-Linien zu sehen. 

Das Arbeiten mit tiefgekühlten Wänden der Entladungsrohre 
trifft vorläufig auf Schwierigkeiten. Deshalb sind nähere Mit- 
teilungen über die hiermit gewonnenen Resultate momentan noch 



Digitized by Google 



ÜA8 Po TEN TI ALOE KALLE IN FUNKTION DER StBOMDICHTB. 21$ 



nicht angängig. Die im Folgenden zu beschreibenden Versuche be- 
ziehen sich daher auf Röhren von der unter II. beschriebenen Art, 
und auf ein Vakuum, welches durch die Art des Auspumpens sowie 
durch die Angaben charakterisiert wird: die äußere Oberfläche des 
Kohlegefäßes befindet sich auf etwa — i8o°, diejenige der Ent- 
ladungsröhre auf einer Temperatur von über -+-18°. 

IV. 

Zur Messung der Potentialdifferenz diente ein Quadranten- 
elektrometer in Doppelschaltung. Dasselbe war aus einem Mascart- 
CARPENTiEii'schen Instrumente für die großen (bis 400 V.) Potential- 
difterenzen umgebaut. Die bifilare Aufhängung an einem Platinfaden 
war durch veränderlichen Fadenabstand und veränderliche Belastung 
für verschiedene Empfindlichkeiten einzustellen. Die bei den großen 
Direktionskräften sehr wichtige Dämpfung war eine eigens kon- 
struierte veränderliche Luftdämpfung, welche in allen Fälleu die 
Aperiodizität der Schwingung zu erreichen gestattete. 

Trotz der Unempfindlichkeit des Elektrometers war ein sorg- 
fältiger elektrostatischer Schutz unvermeidlich, hauptsächlich wegen 
der bei hoher Spannung an den Leitungsdrähten auftretenden 
Büschelentladungen. Zu dem Zwecke tauchte die Röhre in einen 
Kasten aus paraffiniertem Holz K der bis zur Linie W mit Wasser 
gefüllt war. Die Quecksilbernäpfe wurden mit feinmaschigen Draht- 
netzen, die von dem Schellackringe S in einer festen Lage gehalten 
wurden, umgeben. Das Netz war an den Erdschutz der Elektro- 
meterleitung sorgfältig angeschlossen. Das Elektrometer, isoliert 
aufgestellt, mußte, da das Gehäuse auf dem Potentiale einer Sonde 
sich befand, ebenfalls in einen Erdschutz eingebaut werden. 

Das Galvanometer war ein ebenfalls sorgfältig isoliert aufge- 
stelltes Spiegelinstrument von Keysek <fc Schmidt (Empfindlichkeit 
10- 8 Amp.). Ein Vorschalt- und ein Nebenschlußwiderstand ge- 
statteten die Messung in verschiedenen Bereichen. 

Die Ablesung war bei beiden Instrumenten eine objektive, so 
'laß auf zwei übereinander angebrachten Skalen beide Koordinaten 
zugleich beobachtet werden konnten. 

Als Stromquelle diente mit gleichem Resultate eine Hoch- 
spannungsbatterie und eine Gleichstrom maschine. Die Widerstände 
waren metallisch bis 1. Megohm, von da an bis 1000 Megohm 
Amylalkohol- Jodkadmium. 
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V. 

Die Resultate ergaben die in dem beigelegten Diagramm (Fig. 2, 
Aufnahme zwischen den Sonden 3 und 4 der Fig. 1) enthaltenen 
Gesetzmäßigkeiten. Dieselben sind zum Teile (insbesondere das Ver- 
halten im Aste III und, wenn auch nicht in demselben Maße, im 
Aste II) dadurch bedingt, daß die Elektronen vor dem Eintritt in 
die der Messung dienenden Querschnitte eine hinreichende Ge- 
schwindigkeit erlangt haben, daß also die Sonden genügend weit von 
den Elektroden und der nächsten Querschnittsänderung entfernt sind. 

Die Ordinaten des Diagramms sind Stromstärken, die Ab- 
szissen die Potentialquadrate (also sehr angenähert den direkten 
Elektrometerausschlägen proportional). Man sieht: 

1. Für die benutzten Röhrenquerschnitte und Stromstärken von 
der Größenordnung von ungefähr einem Milliampere aufwärts bis 
zu Werten, wo die Röhrenwände sich merklich zu erhitzen anfangen, 
und die Möglichkeit eintritt, daß die nun erfolgenden Abweichungen 
durch Gasabgabe bedingt und die Erscheinungen dadurch getrübt 
sind, gilt das Gesetz: 

das heißt der entsprechende Ast I des Diagrammes ist eine Gerade. 
Die dem obigen Gesetze gehorchende Form der Entladung ist bei 
dem zur Zeit erreichten Vakuum die beständigste. Zum Teile be- 
ziehen sich deshalb die Versuche und Überlegungen der vorliegen- 
den Arbeit in erster Linie auf dieses Gesetz. 

Der Übergang zu einer Charakteristik, die einen von dem 
obigen verschiedenen Zusammenhang zwischen Potentialgefälle und 
Stromstärke aufweist, vollzieht sich wie folgt: 

2. sinkt die Stromstärke unter einen bestimmten, dem vorliegen- 
den Gebiete angehörenden Wert, so ändert sich die Potentialdifferenz 
in den Normalglasröhren ruckweise. Am häufigsten kann die Fest- 
stellung eines Überganges mit den Vorschaltwiderständen und Span- 
nungen von der verfügbaren Größe nicht durchgeführt werden. Nach 
der ruck weisen Änderung befindet man sich alsdann auf dem Aste II 
des Diagrammes. Oder vielmehr — es kann hier von einem be- 
stimmten Linienzuge meistens nicht gesprochen werden, weil im 
Gegensatz zu dem Aste I die beobachteten Punkte ziemlich zerstreut 
liegen und eine ziemlich breite Fläche bedecken. — Besonders un- 

2) Dieses Gesetz ist von mir bei einer anderen Gelegenheit bereits 
mitgeteilt worden. (Phys. Ztschr. IX; S. 193.) 
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konstant sind die Elektrometerausschläge, da die relativ gut* Eon- 
stanz der Stromstärke durch im Vergleich mit dem Röhrenwiderstand 
sehr große vorgeschaltete Widerstände verbürgt ist 

Die Mittelwerte der Elektrometerschwankungen liegen so, daß 
immerhin zunächst eine sehr geringe Änderung derselben mit der 
Stromstärke erfolgt, um dann eine rapide annähernd lineare Ab- 
nahme des Potentialquadrates mit abnehmender Stromstärke zu be- 



In den Röhren aus Thüringer Glas ist hingegen der Übergang 

von I auf II meistens gut ausgebildet, und zwar in der Gestalt 
einer Funktion, bei welcher eine Stromzimahme Abnahme des Po- 
tentialgefalles bedingt. — Dabei ist das Gebiet des Astes II nach 
den größeren Stromstärken zu desto ausgedehnter, je größer der 
Widerstand ist, den man einschaltet, um von I auf II zu kommen, 
und je plötzlicher dieses Einschalten besorgt wird. 

Verfolgt man weiter die abnehmenden Stromstärken, so gelangt 
man schließlich zu: 

3. dem Aste III der Kurve, wo bei einem für die benutzte 
Elektrometerempfindlichkeit verschwindend kleinem Gefalle die 
Entladung bestehen bleibt. Die Ausbildung dieses Astes war in 
Gefäßen aus Jena' Normalglas am deutlichsten. 



Der Grund, warum von Ästen der Kurve gesprochen werden 
muß, ist der folgende. Einem jeden der Linienzüge kommt ge- 
wissermaßen eine selbständige Existenzberechtigung zu. Mit anderen 
Worten: befindet man sich auf einem der Kurvenäste, so kann man 
mit den Stromstärken unter Umständen ganz tief in das Gebiet der 
anderen Äste hineingeraten, bevor ruckweise der Übergang (zu 
einem anderen Aste) eintritt. 

Es besteht also eine weitgehende Meiastdbüität der Zustände. 
Der Unterschied zwischen den einzelnen Glassorten in Bezug auf 
diese Metastabilität kann dreierlei Ursache haben: 

a) die verschiedene Leitfähigkeit der Gläser und verschiedenes 
Reflexionsvermögen für weiche Kathodenstrahlen; 

b) der verschiedene Parti aldruck über der Glasoberfläche, der 
vermutlich hauptsächlich von den Verunreinigungen des Glases ge- 
liefert wird; 

c) die chemisch verschiedene Beschaffenheit des den Partial- 
druck liefernden Gases. 



dingen. 




VI. 
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Versuche, die einer weiteren Mitteilung vorbehalten bleiben, 
lassen den unter b) erwähnten Grund, sowie den unter c) in zweiter 
Linie für den Unterschied im Verhalten der Glassorten als wahr- 
scheinlich erscheinen. Auch soll die Frage, inwiefern die zurzeit 
unvermeidlichen Isolationsfehler, besonders in der Gestaltung des 
Astes II, eine Rolle spielen, erst auf Grund eines umfangreicheren 
Materials entschieden werden. 

vn. 

Der Potentialabfall an der Oxydkathode beträgt wenige Volt, 
je nach dem Zustande der Kathode, und nimmt durch das Erhöhen 
des Vakuums gegen das sonstige nicht merklich zu. Die Verhält- 
nisse an der Anode müssen einem besonderen Studium vorbehalten 
bleiben. Die Verteilung des Potentialgefälles längs der EnÜadungs- 
achse der Lichtsäule ist für den Ast I sehr annähernd bei konstantem 
Querschnitt linear. Genauer formuliert: das Gefälle wächst bei kon- 
stantem Querschnitt nach der Anode zu und nähert sich bei (in dem 
behandelten Gebiete) fortschreitender Evaluation sehr einer linearen 
Verteilung. Dadurch ist es gerechtfertigt, die Benennung „positive 
Lichtsäule" bei dem extrem hohen Vakuum beizubehalten. 

Man muß dabei nur die unvermeidlichen Änderungen des 
Röhrenquerschnitts durch die Sonden, sowie den Umstand beachten, 
daß man sich genügend weit von der nächsten Röhrenerweiterung 
bzw. Verengung befindet. — Die Bestimmung der Verteilung quer 
zur Achse ist mit den angewandten Methoden unausführbar, jedoch 
scheint es dem Aussehen der Entladung bei größeren Stromdichten 
nach (bei den zur Messung benutzten Stromstärken ist von der Gas- 
luminizenz kaum etwas zu sehen), als ob die größte Stromdichte in 
der Umgebung der Achse verliefe. 

Die Funktion des Röhrendurchmessers ist an drei Querschnitten 
(10, 15, 20 mm) aufgenommen worden und zeigt für den Ast I, 
daß die Potentialgefälle für gleichen Sondenabstand sich verhalten 
wie 6,2 : 3,8 : 2,8, also annähernd den Röhrendurchmessern umgekehrt 
proportional sind, mit der Tendenz zu einer schnelleren Zunahme 
bei kleineren Querschnitten. 

VIII. 

Die Deutung der Resultate ergibt zunächst die Möglichkeit, das 
Gesetz des Astes I unter Zuhilfenahme einer plausibel en Vorstellung 
in folgender Weise abzuleiten. 

Es sei i der bei dem hohen Vakuum durch die Kathoden- 
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strahlen transportierte elektrische Strom. Dann ist mit großer 
Annäherung anzunehmen, daß i dem Gesamtstrome gleich ist. 8 ) 

Eine Änderung di wird dann dadurch hervorgerufen, daß die 
Menge der in der Zeiteinheit durch den Querschnitt hindurch treten- 
den Elektronen wächst — infolgedessen wächst auch ihre räumliche 
Dichte n um dn. Nimmt man ferner die Annahme zu Hilfe, daß 
die Verteilungen der das Potentialgefalle v im Räume bedingenden 
Ladungen bei verschiedenen Stromstärken einander ähnlich sind, 
so wird 

dv — a • dn. (i) 

Nun ist aber die Stromzunahme di sowohl der Zunahme der Elek- 
tronenmenge dn, als auch der Geschwindigkeit derselben, also auch 
— (infolge der in V erwähnten linearen Verteilung des Gefälles) — 
dem Potentialgefälle, direkt proportional : di = b • v • d n oder nach ( i ) 

A' b A 

dt = v • dv. 
a 

Setzt man — = 2a, und führt eine für den Gang der Überlegung 
irrelevante Integrationskonstante ß ein, so erhält man schließlich 

i - av'+ ß. 

IX. 

Die gegebene Ableitung ist jedoch weit davon entfernt, einen 
Einblick in das Wesen der beschriebenen Phänomene zu gewähren. 
In erster Instanz ist es die in IV erwähnte lineare Verteilung des 
Potentialgefalles längs der Achse, die zunächst unverständlich bleibt. 
Der direkt ans dieser Tatsache sich ergebende Schluß ist nämlich, 
daß die in einem Volumen verbrauchte elektrische Energie nicht den 
in geordneter Bewegung von der Kathode nach der Anode, den Strom 
transportierenden Elektronen als Zuwachs ihrer kinetischen Energie 
auf den weiteren Weg mitgegeben wird. Im Gegenteil, diese ver- 
brauchte elektrische Energie wird in dem betreffenden Volumen 
selbst vollständig in ungeordnete Bewegung (Erhitzung der Röhren- 
wände) umgesetzt. Denn würde die Energie zu einem merklichen 
Teile zur Beschleunigung der stromtransportierenden Elektronen 
verwendet werden, so müßte offenbar bei gleichem Röhrenquerschnitte 
das Potentialgefälle (absolut leeren Raum vorausgesetzt) nach der 

3) Diese — einfachste — Annahme kann, wie leicht ersichtlich, 
mit gleichem Erfolge auch durch eine andere, welche keine unipolare 
Leitung verlangt, ersetzt werden. 
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Anode zu beträchtlich abnehmen, während nach Absatz V das Po- 
tential in diesem Sinne eher zunimmt. 

Es fragt sich nun, warum bei dem extrem vorgeschrittenen 
Vakuum und der die Dimensionen des Gefäßes unter normalen Um- 
ständen bei weitem übertreffenden freien Weglänge der stromtrans- 
portierenden Elektronen große Energiemengen in ungeordnete Be- 
wegung umgesetzt werden müssen, wenn die Stromleitung aufrecht 
erhalten werden soll. — In diesem Zusammenhange ist es wohl nicht 
viel mehr als eine Beschreibung der Tatsachen, wenn man zusammen- 
fassend sagt: Die mittlere freie Weglange der Elektronen ist hier 
ungleich viel kleiner, als dieselbe in Funktion des Gasdruckes allein 
sieh ergeben würde. 

Es sei hierbei bemerkt, daß Versuche mit Schattenobjekten (da 
sie hier nicht ohne weiteres einwandfrei gemacht werden können), 
immerhin Resultate ergaben, die mit obigem Satze nicht im Wider- 
spruch stehen. 

X. 

Das die Versuche zusammenfassende Diagramm vermag einige 
Aufschlüsse über die oben gegebene Deutung zu liefern. Geht man 
nämlich, bei kleinen Stromstärken anfangend, auf dem Aste III zu 
größeren Stromstärken über, so sieht man, daß bei einer gewissen 
Stromstärke ruckweise ein Übergang zum zweiten Aste stattfindet. 
Die Entladung die auf dem Aste III mit minimalem Potentialgefälle 
verlief, bedingt nunmehr, nachdem man einmal einen kräftigen 
Strom einschaltete, und dann zu dem ursprünglich kleineren zurück- 
ging, unter sonst gleichen Umständen ein sehr bedeutendes Poten- 
UaJ gefalle. 

Nimmt man, was naheliegend ist, an, daß durch den kräftigeren 
Strom eine Ionisation durch Stoß eingeleitet wurde, so hat man 
das zunächst merkwürdige Ergebnis, daß durch die Erzeugung von 
Ionen im Volumen das Gefälle auf ein Vielfaches seines ursprüng- 
lichen Wertes vergrößert wird. Die einzig mögliche Deutung in 
Verbindung mit dem im Absatz VII Gesagten, falls man an der 
Annahme der Ionisation festhält, ist, daß durch die letztere die mitt- 
lere freie Weglänge der Elektronen sehr bedeutend verringert wird. 

Es ergäbe sich demnach die Auffassung, die ich zunächst als 
Arbeitshypothese hinstellen möchte, daß der im Vergleiche mit der 
Wirkungssphäre eines nichtionisierten Moleküls sehr große Aktions- 
radius eines Ions (langsamen) Kathodenstrahlen gegenüber bei dem 
hohen Vakuum derartig zur Wirkung gelangt, daß eine außerordent- 
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liehe Verringerung der freien Weglänge der Kathodenstrahlen er- 
reicht wird. 

Die Ansicht, daß ein extrem verdünntes Gas, wenn es weit- 
gehend ionisiert ist, eine große Absorptionsfähigkeit für Kathoden- 
strahlen erwirbt, hat den Vorzug, die lineare Potentialgefälle Ver- 
teilung längs der Achse zugleich mit der eigenartigen Beschaffenheit 
der Kurven zu erklären*). Die Erwärmung der Gefäßwände wäre dann 
hauptsächlich auf die an den Gasresten hervorgerufenen Sekundär- 
strahlungen zurückzuführen. Ein Studium der — im vorliegenden 
Falle einer eingehenden Messung zugänglichen — thermischen Ver- 
hältnisse würde demnach dieser Auffassung zufolge gleichbedeutend 
mit der Bearbeitung der heute offenen Frage nach der Herkunft 
der Energie der Sekundärstrahlungen sein. — Hierbei ist es be- 
achtenswert, daß, so lange wie die gefundenen Gesetze wesentlich 
bestehen bleiben, man bei zunehmender Gasverdünnung — unter 
sonst gleichen Umständen — auf einen sehr schnellen Anstieg der 
pro Molekül und Zeiteinheit umgesetzten Energiemenge schließen 
müßte. 

Jedenfalls ist aber die entwickelte Ansicht einer ausführlichen 
und klar entscheidenden experimentellen Prüfung fähig, und zwar 
gibt sie, wie leicht einzusehen, zu sehr vielseitigen Experimenten 
Veranlassung. 

Die zweite mögliche Auffassung hingegen, daß die beschriebenen 
Erscheinungen nicht mit den Gasresten causal zusammenhängen, hat 
fürs erste eine kleinere Wahrscheinlichkeit. 

Die Hilfsmittel zu meinen Untersuchungen sind zum großen 
Teile aus dem mir in dankenswerter Weise von der Kgl. Sächsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig aus der Härtelstiftung 
überlassenen Fond bestritten worden. 

Schließlich möchte ich Herrn Geheimrat Prof. 0. Wiener für 
das liebenswürdige Entgegenkommen auch an dieser Stelle meinen 
tiefempfundenen Dank aussprechen. 

Leipzig, Physikalisches Institut der Universität, 
den 15. Juli 1908. 

4) Dieses ist für den Ast I und EI ohne weiteres verständlich. 
Obwohl nun auch der Ast II sich in den Zusammenhang einreihen 
läßt, soll dies erst ausgeführt werden, wenn der Einfluß der im Ab- 
sätze VI angeführten Ursachen auf die Entladung klargelegt sein wird. 



Druckfertig erklärt 3. X. 1908.] 
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Zehnter Bericht der Erdbebenstation Leipzig. 

51 0 20' 6" nördl. Br., 49 m 34 s östlich von Greenwich. 

I. Die in Leipzig und Planen vom 1. Januar bis 30. Juni 1908 

aufgezeichneten Seismogramme. 

II. Die in Leipzig vom 1. Jannar bis 30. Juni 1908 aufge- 
zeichneten pulsatorischen und sonstigen nicht seismischen 

Bewegungen. 

Von 
Franz Etzold. 

In dem Halbjahr vom 1. Januar bis 30. Juni 1908 wurden 
durch Wiechbrts Pendelseisxnometer in Leipzig 59 Erdstöße auf- 
gezeichnet, Über welche der vorliegende zehnte Bericht der Erd- 
bebenstation Leipzig in derselben Weise wie die an dieser Stelle 
seit 1902 veröffentlichten neun vorhergehenden Auskunft gibt. 
Unter den bekannt gewordenen Epizentralgebieten der registrierten 
Erdstöße ist diesmal auch Sachsen vertreten, indem sich daselbst 
und zwar im sächsisch-böhmisch-bayrischen Grenzgebiet in der Frühe 
des 4. Februar zwei Erdstöße ereignet haben, die in einem ziemlich 
großen Bezirk für Menschen fühlbar waren, sich mikroseismisch 
aber auch noch in Leipzig deutlich bemerkbar machten. In außer- 
ordentlicher Zierlichkeit und Schärfe wurde in unserer Station ferner 
die Erbebung verzeichnet, welche in der Nacht vom 19. zum 20. Fe- 
bruar die Bewohner Wiens erschreckte. Am imposantesten aber 
von allen in der Berichtszeit erhaltenen Seismogrammen sind die- 
jenigen aus den frühesten Morgenstunden des 27. März. Dieselben 
rühren von dem heftigen Erdbeben her, dem in 10000 km Ent- 
fernung die mexikanische Stadt Chilapo zum Opfer fiel. Dasselbe 
reiht sich also den gewaltigen seismischen Ereignissen an, deren 
Wellen im Laufe der letzten Jahre von der Westküste Nord- und 
Südamerikas und aus Zentralamerika zu uns gelangt sind, nämlich 
den Beben von Quezaltenango, 19. April 1902, von British Hon- 
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duras, 23. September 1902, von Esmeraldas in Ecuador, 31. Januar 
1906, von San Francisco, am 18. April 1906, von Valparaiso, am 
1 7. August 1906, und von Chilpancingo (Staat Guerrero in Mexiko), 
am 15. April 1907. Vollständige Ruhe scheint wahrend des ersten 
Halbjahres 1908 in dem großen chronischen zentralasiatischen 
Schütterareal geherrscht zu haben. Mit den im vorliegenden Bericht 
aufgezählten steigt die Zahl der in Leipzig seit dem 28. März 1902 
zur Registrierung gelangten Erdbeben auf 516. 

Vor größeren Betriebsstörungen ist die Erdbebenstation Leipzig 
in der Zeit vom Januar bis Juni 1 908 bewahrt geblieben, nur vom 
2. bis 4. Februar, 15. bis 16. März und 6. bis 7. April stockte zeit- 
weise das Triebwerk für das Registrierpapier. Absichtlich wurde 
die Beobachtung in der zweiten Hälfte des Juni (vom 23. an) unter- 
brochen, um den Apparat zu reinigen, einige Bequemlichkeiten für 
seine Bedienung anzubringen und den ganzen Raum mit einem 
wasserdichten Anstrich zu versehen. Solange während dieser bau- 
lichen Veränderungen der schützende Glaskasten vom Seismometer 
entfernt war, erwies es sich — auch während der Nachtzeit — als 
zwecklos, die Registrierung fortzusetzen, in solch hohem Grade 
störend wirkte der Luftzug auf die stationäre Masse ein. 

Das kleinere, in Plauen stehende Seismometer hat wie bisher 
die kräftigeren Fernbeben gleichfalls verzeichnet und auch die beiden 
vogtländischen Stöße, die übrigens in Plauen von Menschen nicht 
gefühlt wurden, registriert. Diese letzteren beiden Seismogramme 
sind aber derartig schwach ausgefallen, daß sich für die Zukunft 
auf Grund dieser Erfahrung eine weitere Steigerung der Indikator- 
vergrößerung nötig macht, und zwar soll dieselbe in nächster Zeit 
auf 100 gebracht werden. 

I. Die in Leipzig und Planen vom 1. Januar bis 30* Juni *9° 8 
aufgezeichneten Seismogramme (S. 227). 

In der tabellarischen Zusammenstellung sind folgende Ab- 
kürzungen, welche denen der „Göttinger wöchentlichen Erdbeben- 
berichte 4 ' entsprechen, angewendet worden. 

Charakter des Erdbebens. 

a) In bezug auf die Stärke seiner Aufzeichnung. 

I — merklich, 
II =» auffallend, 
m — stark. 
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b) In bezug auf die Lage des Herdes zum Beobachtungsort. 

d = Ortsbeben (terrae motus domesticus), am Orte fühlbar. 
v = Nahbeben (terrae motus vicinus), unter 1000 km. 
r = Fernbeben (terrae motus remotus), iooo bis 5000 km 
u = sehr fernes Beben (terrae motus ultimus), über 5000 km. 

Es bedeutet hiernach z. B. „Im": Ein sehr fernes Erdbeben 
hat sich so aufgezeichnet, daß die Registrierlinien durch die seis- 
mischen Schwingungen merklich gewellt erscheinen, daß also die 
Schreibnadeln um Beträge von etwa 1 mm zur Seite geführt 
worden sind. 

Phasen. 

P = erste Vorläufer (undae primae). 
S =» zweite Vorläufer (undae secundae). 
Z, = Hauptbeben (undae longae). 

M — besonders große Bewegungen im Hauptbeben (undae 

maximae). 
C = Nachläufer (coda). 

F = Erlöschen der sichtbaren Bewegung (finis). 

Art der Bewegung. 

i Einsatz (impetus). 

e = allmähliches Auftauchen (emersio). 

Dem Dach bedeutet z. B. jr Pt": Der erste Vorläufer setzt scharf 
mit einer Schwingung von meßbarer Größe ein, dagegen bedeutet 
jtle": Die langen Wellen des Hauptbebens entwickeln sich all- 
mählich aus denen des zweiten Vorläufers (£), so daß man keine 
scharfe Abgrenzung zwischen beiden Phasen machen kann. 

> 

Maße der Schwingungen. 

P bedeutet die Periode oder die doppelte Schwinguugsdauer, 
dieselbe wird nach Sekunden angegeben. 

A ist die Amplitude der Erdbewegung (Maß der wirklichen 
Bodenbewegung am Standorte des Seismometers) , gerechnet von 
einer Seite zur anderen. A NS ist die Amplitude für die Nordsüd- 
komponente, Aow die Amplitude für die Ostwestkomponente. Als 
Grandmaß dient hier das Mikron (fi) = 0,001 mm. 
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II. Die in Leipzig vom i. Janaar bis 30. .Juni 1908 aufgezeichnet« 
pulsatorischen und sonstigen nicht seismischen Bewegungen. 

In Tabellen, S. 239, sind die Amplituden (4) und Perioden (Ii 
der während der Berichtszeit vom Leipziger Seismometer aufge- 
zeichneten pulsatorischen Bewegungen zusammengestellt worden. 
Aus derselben ist ersichtlich, daß jene schwachen langandauernden 
Bewegungen auch im vergangenen Halbjahr nur während weniger 
Nächte gefehlt haben. Mehrmals erlangten sie eine beträchtliche 
Energie und machten sich auch tagsüber so deutlich bemerkbar, 
daß seismische Wellen durch sie stark gestört wurden. So er- 
reichten sie am 28. Januar bei 8 bis 10 Sekunden langen Perioden 
Schwingungsweiten von 2 bis 8 fi. Am 6. Februar besaßen sie 
6 Sekunden lange Perioden und Amplituden von 1 bis 2 p, am 
7. wuchsen erstere auf 8 bis 9 Sekunden, letztere auf 2 bis 5 fi an. 
Vom 2 2. bis 29. Februar fehlten sie mit Perioden von 7 bis 8,5 Se- 
kunden Dauer und Amplituden von 1 bis 5 fi an keinem Tage. 
Auch am 9. und 10. März hielten sie tagsüber an (6 bis 7 Se- 
kunden Periode, 1 bis 1,5 fi Amplitude), waren am 23. März von 
beträchtlicher Stärke (8 Sekunden Periode und 2,5 p Amplitude) 
und erschienen endlich für die Berichtszeit während der Tages- 
stunden zum letzten Male deutlich am 28. und 29. März (7 bis 
8 Sekunden Periode, 1 bis 2 (x Amplitude). 

Sind die pulsatorischen Bewegungen durch ihr langes Anhalten 
in gleicher Intensität sofort von seismischen Wellen zu unter- 
scheiden, so schreiben sich Gewitterböen manchmal recht seismo- 
grammähnlich auf, langanhaltender Sturm aber verwischt die seis- 
mischen Wellen bis zur vollkommenen Unkenntlichkeit. Die Störungen 
durch Sturm waren im vergangenen Halbjahr am kräftigsten in den 
Nächten vom 6. zum 7., vom 26. zum 27. und vom 31. Januar 
zum 1. Februar, ferner am 9., 16. und 19. Februar. In ganz auf- 
fallende Unruhe geriet das Pendel schließlich am 22. Mai durch 
Gewitter in den Morgenstunden und noch mehr in den Abend- 
stunden, in welch letzteren Leipzig von heftigen, teilweise mit 
Hagelschlag verbundenen Gewittern heimgesucht wurde. 

Erdbebenstation des paläontologisch-geologischen Instituts Leipzig 

20. Juli 1908. 
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Tabelle II. 

Die in Leipzig vom z. Januar bis 30. Juni 1908 aufgezeichneten 

pulsatori sehen Bewegungen. 
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■ — — 
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Über daß logarithmische Potential einer gewissen 

Ovalfläche. 

Dritte Abhandlung. 

Von 
C. Neumann. 

§ i. 

Allgemeile UntersachaDgen. 

Unter einem Oval werde ich, ebenso wie in meinen beiden 
früheren Abhandlungen über diesen Gegenstand 1 ), eine Kurve ver- 
stehen , welche aus irgend einer von Hause aus gegebenen Ellipse 
entsteht durch Transformation nach der Methode der reziproken 
Radien. Denkt man sich das in Rede stehende Oval als die Rand- 
kurve einer homogenen materiellen ebenen Fläclie, so handelt es sich 
um die Aufgabe, das logarithmische Potential dieser Ovalfläche auf 
äußere Punkte näher zu bestimmen und in möglichst einfacher Form 
darzustellen. 

In dieser Beziehung bin ich in jenen beiden früheren Abhand- 
lungen zu einigermaßen überraschenden Resultaten gelangt für den 
Fall, daß das Transformationszentrum im Mittelpunkt der Ellipse 
oder in einem ihrer beiden Brennpunkte liegt 

Inzwischen habe ich gefunden, daß ein sehr einfaches Resultat 
auch dann sich ergibt, wenn das Transformationszentrum im Innern 
der Ellipse eine ganz beliebige Lage hat. Der betreffende Satz lautet: 

Wo das Transformationseentrum im Innern der Ellipse auch 
gedacht werden mag, stets wird das logarithmische Potential der be- 
treffenden materiellen Ovalfläche in bezug auf äußere Punkte von 
genau derselben Bescfiaffenheit stin, als rührte es her von gwei festen 
inner n Massenpunkten n v und und überdies von einer diese 

i) Diese Berichte Juli 1907 Seite 278 und Dezember 1907 Seite 53. 
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Pitnkk mit einander verbindenden Kurve s, selbige versehen gedacht 
mit einer gewissen materiellen Doppelbelegung von konstantem Mo- 
ment. — Da das Moment konstant ist, so übersieht man so forty 
daß die Kurve s biegsam ist, daß sie einer fast ganz willkür- 
lichen Deformation unterworfen werden kann. 

Es ist nicht meine Absicht, die umfangreichen Rechnungen, 
welche zu diesem Satz führen, schon gegenwärtig mitzuteilen. Wohl 
aber möchte ich mir erlauben, den Satz selber etwas genauer und 
ausfuhrlicher darzulegen. 

Was die elliptischen Koordinaten anbelangt, so halte ich fest 
an der in meiner ersten Abhandlung 1 ) eingeführten Bezeichnungs- 
weise; so daß also zwischen den rechtwinkligen Koordinaten x, y und 
den elliptischen Koordinaten A, # die Relationen stattfinden sollen: 

(0 

wo k die Hälfte der Brennlinie vorstellt. Die von Hause aus ge- 
gebene Ellipse mag den Parameter L besitzen, also dargestellt sein 
durch die Gleichung X =» L . 

Irgendwo im Innern dieser Ellipse L befinde sich nun das 
gegebene Transformationszentrum p 0 . Seine rechtwinkligen und 
elliptischen Koordinaten seien bezeichnet mit £ 0 ,y 0 und Aq,*^, so 
daß also die Relationen zu notieren sind: 

*o~ (t) («*•+«■**•) 008 *o> 
(k \ 

(t) 8in *o- 

Überdies sei der Radius des um p 0 (als Mittelpunkt) beschriebenen 
Transformationskreises bszeichnet mit H. 

Sind nun p und it irgend zwei zueinander konjugierte Punkte, 
d. i. irgend zwei Punkte, von denen, durch die Transformation nach 
der Methode der reziproken Radien, der eine in den andern sich 
verwandelt, so liegen p und n beide auf ein und demselben von p 0 
ausgehenden Strahl. Auch wird alsdann (p 0 p) (p Q it) = H* sein. — 
Bezeichnet man also die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte 

1) A. a. 0. Seite 281. 
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j? 0 , p und n mit x 0 , y Q , x, y und £, i), und setzt man überdies 
(.Po/O — r un( * (.Po*) — ?t so werden folgende Formeln gelten: 

6 — x o x — x o 

(3 

Q r * 

Hieraus folgt sofort: 

(4) r ^ 

1 - »0 - ys (y - y<>) - TT (y - y 0 ). 

oder weil r* ■— (x — *„)* + (y — yo)* ist: 

5 0 <*-*.)• + (y - y.)" ' 

Substituiert man endlich hier für ? 0 , y 0 und x, y die Aas- 
drücke (1), (2), so gelangt man zu zwei Formeln von folgender 
Gestalt: 

S-*-8(i,»), 

(6) 

i)-y„-® (*,»), 

die, außer den Variablen |, tf und A, nur noch die gegebenen 
Konstanten x 0l y 0 , Aq, O 0 , k, U in sich enthalten. 

Durch Angabe von A, 0 bestimmen sich also zwei Punkte, näm- 
lich ein Punkt (x, y) mittelst der Formeln ( 1 ), und zugleich auch eis 
Punkt (£, i\) mittelst der Formeln (6); und diese beiden Punkte sind 
zueinander konjugiert. Zur Unterscheidung werden wir die Argumente 
A, # (ebenso wie bisher) die elliptischen Koordinaten des Punktes 
(x, y), hingegen die ovalen Koordinaten des Punktes (|, rj) nennen. 
Auch wollen wir unterscheiden zwischen den beiden Symbolen 

(7) (A,*) und [!,<►], 

indem wir unter ersterem einen Punkt mit den elliptischen Ko- 
ordinaten A, unter letzterem aber einen Punkt mit den ovalen Ko- 
ordinaten A, # verstehen. Meistenteils werden wir übrigens zwei solche 
Punkte mit p und n bezeichnen, ihnen also die Symbole beilegen: 

(8) p(A, 0) und *[A, 
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Zwei solche Punkte (8) sind, wie schon bemerkt wurde, zu- 
einander konjugiert. Demgemäß wird z. B. der zum Transformations- 
zentrum J> 0 C^o> ^0) konjugierte Punkt ^[Iq, # 0 ] in unendlicher 
Ferne liegen. 

Was hier von Punkten gesagt ist, überträgt sich unmittelbar 
auf Kurven. Ist z. B. irgend eine positive Konstante G gegeben, 
so werden durch die Formel A — C zwei Kurven bestimmt sein, 
nämlich eine Ellipse und das zu dieser konjugierte Oval. Und zwar 
wird durch jene Formel A = C die eine oder die andere dieser beiden 
Kurven bestimmt sein, je nachdem man das in der Formel ent- 
haltene A augenblicklich als elliptische oder als ovale Koordinate 
sich denkt. 

Man kann, falls es beliebt, die Konstante C gleich L machen. 
Alsdann werden durch die Formel A — L zwei Kurven dargestellt 
sein, nämlich die von Hause aus gegebene Ellipse, zugleich aber 
auch das derselben konjugierte Oval, also dasjenige Oval, welches 
den Rand der von uns zu betrachtenden materiellen Fläche bildet. 
Die konstante Flächendichtigkeit dieser materiellen Fläche mag mit 

(9) 

bezeichnet werden. 

Um das von dieser materiellen Ovalfläche auf irgend einen 
äußeren Punkt ausgeübte logarithmische Potential näher angeben 
zu können, sind nun zuvörderst, auf Grund der von Hause aus ge- 
gebenen sechs Konstanten: 

(10) k, £, # 0 , H und *, 

gewisse neue Konstanten: A^ A,, «B, C zu bilden. 
Aj und A, sollen die Werte haben: 

(11) X l — 2L-\-X Q und A 8 =.2i — A«,; 

wobei zu bemerken ist, daß alsdann folgende Relationen stattfinden: 

(12) o<Ao <L<X % <2L<l l . 

Was ferner die Werte der Konstanten B 7 C anbelangt, so 
bilde man, unter Hinzunahme irgend einer Variablen A, folgende 
von X abhängende Funktionen: 

(13) ti + und v — e-( x - l o>, 
und 

9R = 9tt(A)«u*— 2Ut> cos2O 0 + t>* 
' <R - 91 (A) = 1 - 2uv cos 2# 0 + uV, 

Math.-phys Klasse 1908. Bd. LX. l8 



Digitized by Google 



244 & Nbumakk: 

sowie auch folgende Funktionen: 

(is) > - KD - 4«» (r^r) «(' + ^-g t +^-' J», 

«« r sin 2 # n 

Die Ableitungen dieser Funktionen (15) bezeichne man mit o'(i), 
b'(X), c(X), und die Werte dieser Ableitungen für X = L mit 

(16) a'(X), &'(£), c(Z). 

Alsdann sind unter den .4, JB, C folgende Konstanten zu verstehen: 

(•7) * — (t)(f>W. 

Zugleich sei bemerkt, daß mittelst dieser Konstanten (17) die Ge- 
samtmasse M der gegebenen materiellen Ovalfläche einfach ausdrück- 
bar ist. Es ist nämlich: 

(18) M-A + B. 

Dies vorausgeschickt, sind wir jetzt endlich imstande, nähere 
Auskunft zu geben, über den zu Anfang dieser Abhandlung ausge- 
sprochenen Satz, namentlich über die dortigen Massenpunkte rtj 
und über die dortige Kurve s. 

Es besitzen nämlicJi jene Punkte % x und 7t, folgende ovalm 
Koordinaten 1 ): 

und ihre Massen sind m 

(20) = A und = B. 

Was ferner die materielle Doppelbelegung der Kurve s anbe- 
langt, so denke man sich auf dieser von n t nacli lau fenden Kurve $ 
diejenige Normale n errictitet, deren Richtung zur Kurvenrichtung 

1) Aus den in (19) über die Lagen der Punkte n t gemachten 

Angaben und mit Rücksicht auf (12), erkennt man leicht, daß diese 

festen Punkte n Xi it x stete innerhalb der gegebenen materiellen Oral- 
fläche L gelegen sind. 
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ebenso liegt, wie die x- Achse zur y-Aclise; was angedeutet werden 
mag durch die Formel: 

(21) n:s=*x:y. 

Alsdann wird das Moment jener Doppclbelegung, in der Richtung n 
gerechnet, 

(22) = C 
sein. 

Entsprechend den Angaben (20), (22), wird man das logarith- 
mische Potential V der gegebenen materiellen Oval fläche in beziig 
auf irgend einen äußeren Punkt n folgendermaßen auszudrücken 
imstande sein: 

(23) r-Alogfä + Blogfö + cjllogfö.ds, 

*, 

die Integration hinerstreckt gedacht über alle 'Elemente ds der von 
ji, nach ttj laufenden Kurve s. Dabei bezeichnet n die auf ds er- 
ricfitete Normale, und zwar diejenige Richtung dieser Normale, von 
welcher bereits in (21) die Rede war. Ferner bezeichnen A t , A s 
und A die Abstände des sollizitierten äußeren Punktes n von den 
beiden festen Punkten und von dem Kurvenelement ds. 

Dabei ist noch Folgendes hinzuzufügen: Die Kurve s kann zu- 
vorderst im Innern der gegebenen materiellen Ovalfläche auf ganz 
beliebigem Wege von n\ nach 7t, gehen. 

Sodann aber werden wir diese Kurve nachträglich noch einer 
fast willkürlichen Deformation unterwerfen dürfen, und in solcher 
Weise z. B. bewirken können, daß einzelne Teile der Kurve in den 
Außenraum der materiellen Ovalfläche zu liegen kommen. Die 
einzige Beschränkung jener Willkür besteht darin, daß die Kurve 
bei der in Rede stehenden Deformation, niemals den sollizitierten 
äußeren Punkt n berühren, oder gar über ihn hinweggleiten darf. *) 

§»■ 

Anwendnng auf besonders einfache Fälle. 

Der Anfangspunkt des Koordinatensystems x, y liegt, wie aus 
(1) ersichtlich ist, im Mittelpunkt M der von Hause aus gegebenen 
Ellipse l — Ii. Und die x- Achse ist, wie ebenfalls aus den Formeln 

1) Selbstverständlich müssen ihr Anfangspunkt und ihr Endpunkt 
stets in den beiden Punkten it x und «, bleiben. 

i8' 



Digitized by Google 



246 



C. Nkumann: 



(1) hervorgeht, diejenige, auf welcher die beiden Brennpunkte dieser 
Ellipse gelegen sind. Die große Achse der Ellipse fallt also in die 
or-Achse, und die kleine Achse derselben in die y- Achse. Um diu 
bequemer ausdrücken zu können, wollen wir noch die Buchstaben 
X und Y einfuhren. Und zwar seien X und Y diejenigen beiden 
Punkte, in denen die Randkurve der zu betrachtenden materiellen 
Ovalfläche geschnitten wird von der positiven x- Achse und von der 
positiven y- Achse. Von diesen funkten: 

(24) M und X, Y 

wird im folgenden die Rede sein. 

Wir wollen nun annehmen, das Transformationszentrum p 0 sei 
gelegen auf der positiven x- Achse oder auf der positiven y- Achse. 
Dabei sind folgende Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall: Das Transformationszentrum p 0 liegt auf der 
positiven x- Achse, und zwar zwischen den beiden Brennpunkten 
der von Hause aus gegebenen Ellipse. — Alsdann liegen n x und n, 
zu beiden Seiten der x- Achse, und zwar symmetrisch zu dieser Achse, 
Auch wird alsdann die Masse A des Punktes it x genau ebensogroß 
sein, wie die Masse B des Punktes 

Liegt insbesondere p 0 im Mittelpunkt M der von Hause aus 
gegebenen Ellipse (wie solches in meiner ersten Abhandlung voraus- 
gesetzt wurde) so verschwindet die Konstante C\ sodaß also jene 
von it x nach gehende materielle Doppellinie alsdann ebenfalls 
verschwindet. 

Liegt, um zu einem anderen Spezialfall überzugehen, das 
Transformationszentrum p 0 im einen Brennpunkt der von Hause 
aus gegebenen Ellipse (wie solches in meiner zweiten Abhandlung 
vorausgesetzt wurde), so fallen die beiden Massenpunkte ^(Ä) 
und rc,(2?) miteinander zusammen. Und gleichzeitig verwandelt 
sich alsdann die von it x nach jr t gehende materielle Doppellinie in 
einen materiellen Doppelpunkt. 

Zweiter Fall : Das Transformalionszentrwn p 0 liegt auf der 
positiven x- Achse, aber außerhalb der beiden Brennpunkte der vom 
Hause aus gegebenen Ellipse. l ) — Alsdann verschwindet die Kon- 
stante C; und es verschwindet also auch die von «j nach jt, gehende 
materielle Doppellinie. 

Es bleiben also nur noch übrig die beiden Massenpunkte (A) 

1) Selbstverständlich soll dabei p 0 im Innern der von Hause aus 
gegebenen Ellipse gedacht werden. 
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und jt, (B). Diese liegen beide auf der positiven x- Achse, und zwar 
zwischen p 0 und X, in folgender Reihenfolge [vgl. (24)]: 

M • • • • Pq ' • • • jtj (.4) • • • • äj (2?) • • • • X. 

Dabei ist, was die Massen der beiden Punkte anbelangt, A negativ 
und B positiv. Auch ist B größer als der absolute Betrag von A, 
mithin (B ■+* ,4) positiv. 

Dritter Fall: Das Transformationszentrum p 0 liegt auf der 
positiven y- Achse.*) — Alsdann verschwindet die Konstante C\ und 
es verschwindet also auch die von nach gehende materielle 
Doppellinie. 

Es bleiben also nur noch übrig die beiden Massenpunkte it x (Ä) 
und it t (B). Diese liegen auf der y- Achse. Ihre relative Lage in 
bezug auf die dieser Achse angehörigen Punkte p 0 und Y ist folgende 
[vgl- (24)]: 

flfj (-^) • • • • Pq (*^) . . . • Y . 

Dabei liegt n x (Ä) näher an p 0 als «, (B). Auch sind im hier be- 
trachteten Fall die Massen A und B beide positiv, und A < B. 

Bemerkung. — In allen drei Fällen ist A + B = M, wo 
M die Gesamtmasse der materiellen Ovalfläche vorstellt. Solches 
ergibt sich unmittelbar aus (18). 

1) Hier ist gleiches zu bemerken wie in der vorigen Note. 



Draekferüg erklärt ami.X. 1908.] 
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Über den Einfluß der Röntgenstrahlen anf das 
Einsetzen der Glimmentladung. 



Von 
Erich Marx. 

• 

I. 

Einleitung. 

In meiner Abhandlung über die Geschwindigkeit der Röntgen- 
strahlen zeigte ich, daß der dort beschriebene Nullapparat im 
wesentlichen dadurch charakterisiert ist, daß im Falle eines von 
den Röntgenstrahlen negativ angetroffenen Potentials der schwül 
genden Elektrode, von dem der Elektrode gegenüber befindlichen 
Elektrometer starke negative Ladungen angezeigt werden, während 
im Falle des Antreffens eines positiven Potentials, die Elektrometer- 
Ausschläge eine schwache positive Ladung anzeigten. Während 
diese schwachen Ausschläge aus der durch die Röntgenstrahlen 
hervorgerufenen Ionisation verständlich waren, reichte diese Er- 
klärung für das Auftreten der starken negativen Ausschläge nicht aus. 
Die Größenordnung dieser Ausschläge war nur verständlich *), wenn 
man annahm, daß sie durch die Feldenergie der bestrahlten Elek- 
trode bedingt sei, was sich auch dadurch offenbarte, daß die stärksten 
Ausschläge von einem, im Dunkeln wahrnehmbaren Leuchten des 
Gases begleitet waren. Das Charakteristikum der Versuchsanordnung 
bestand also darin, daß nur bei negativ angetroffener Elektrode 
eine wirkliche Feld-Entladung der Elektrode eintrat, bei positiver 
nicht. Das polare Einsetzen der leuchtenden Entladung wurde von 
mir dadurch zu erklären versucht, daß die am Pt freiwerdenden, 
langsamen Elektronen den Potentialfall in bekannter Weise (vgl. 
nächstes Kap.) derart beeinflussen, daß die Bedingungen für das 

i) E. Marx, Phys. Z. S. 6. 772. 1905. Verh. d. D. Phys. Ges. X. 
p. 157. 1908. 
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Einsetzen der Glimmentladung eintreten mußten. Dieses Einsetzen 
mußte hiernach ausbleiben, wenn die Kathode keine hinreichend 
langsame Kathodenstrahlung in genügender Menge abgab. Dies ist 
bei AI der Fall; am ^/-Fenster entstehen, auch wenn es Kathode 
ist, langsame Kathodenstrahlen höchstens in ganz verschwindender 
Anzahl 1 ); es werden dort im wesentlichen nur Strahlen von großer 
Geschwindigkeit [Bragg's Emergen- Radiation] frei, und zwar, von 
dieser beträchtlich mehr an der Austrittsseite der Röntgenstrahlen, 
also am «di-Fenster, als beim Auftreffen auf die Elektrode. 2 ) 

In vorliegender Arbeit sollen die Verhältnisse, welche im 
Nullapparat der Geschwindigkeitsmessung dieses polare Einsetzen 
<ier Glimmentladung bedingen, gesondert untersucht werden. Dies 
erschien um so wünschenswerter, als in den bisherigen Versuchen, 
wie Herr W. Wien so freundlich war mir brieflich mitzuteilen, ein 
experimenteller Nachweis für ein derartiges Verhalten der Glimm- 
entladung nicht enthalten ist. Es existiert nämlich in der Tat von 
quantitativen Untersuchungen über den Einfluß der Röntgenstrahlen 
auf die Glimmentladung, soweit ich feststellen konnte, nur eine 
Würzburger Dissertation von Herweg 5 ). In dieser ist aber der 
Einfluß der Röntgenstrahlen nur für den Fall untersucht, daß 
weder die Elektroden noch die Glaswand des Entiadungsgefcßes, 
soweit sie von Einfluß sein kann, von den Strahlen getroffen werden. 

n 

Die Ausbildung der Glimmentladung. 

Bevor auf die eigenen Versuche und ihre Diskussion einge- 
gangen wird, erscheint es zur Vereinfachung der Darstellung zweck- 
mäßig, kurz an folgende Vorstellungen zu erinnern*), die sich auf 
Grund der Ionenhypothesen, über das Zustandekommen der Glimm- 
entladung herausgebildet haben: Durch das Anlegen einer höheren 
Spannung an die Elektroden werden an der Kathode Elektronen 
frei Ist das Gefälle von hinreichender Größe, so entsteht in einiger 
Entfernung von der Kathode infolge von Ionisation durch Stoß ein 
Gebiet größerer Leitfähigkeit. Die in diesem Bereich freiwerdenden 

1) W. Wiks. Gött. Nachr. 1908. 

2) W. H. Braoo. Trans, of the Royal. Soc. of South Australia. 
32. 1908. 

3) J. Hkbweg. Ann. d. Phys. IV. 19. 333. 1906. 

4) Vgl. J. J. Thomson: El. Durchg. in Gasen. 1906. p. 506. 
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positiven Ionen werden von der Kathode angezogen und erzeugen 
dort beim Auftreffen neue Elektronen, die ihrerseits wieder in 
einiger Entfernung von der Kathode die Leitfähigkeit erhöhen. 
Auf diese Weise nimmt der Potentialfall in einiger Entfernung von 
der Elektrode stark ab, und infolge dessen, da die Spannung an 
den Elektroden konstant ist, an den Elektroden selbst zu. In dem 
sich einstellenden stationären Zustand ist der Potentialfall im 
wesentlichen auf die Elektroden beschränkt; die Stellen maximaler 
Ionen -Produktion zeigen die bekannten Leuchterscheinungen. An 
der Anode ist alsdann freie negative Elektrizität, an der Kathode 
freie positive Elektrizität im Gasraum vorhanden. 

III. 

Die Versuehsanordnung. 

Die Versuchsanordnung ist in Fig. i schematisch dargestellt. 
Eine Hochspannungsbatterie von der bekannten Feussner - Born- 
häuser Type von 500 Akkumulatoren führt, über einen Amylalkohol- 
widerstand von etwa 40000 
Ohm zur Elektrode des Ent- 
ladungsgef&ßes. Der zweite 
Batteriepol wird geerdet. Ein 
Braunsches Elektrometer liegt 
direkt an der Elektrode. Die 
Variierung des anzulegenden 
Potentials erfolgt von der Bat- 
terie aus zunächst durch Kurbelschaltung. Hierbei ist darauf zu achten, 
daß die Aufladung der Elektrode und des elektrostatischen Voltmeters 
kontinuierlich und nicht stoßweise erfolgt, weil es sonst nicht gelingt, 
größere Spannungen an die Elektrode anzulegen. Bei plötzlichem 
Einschalten lädt sieb bekanntlich die Elektrode oszillatorisch auf, so 
daß die Momentanwerte der Spannung bis zu dem doppelten Wert 
des Batteriepotentials steigen können 1 ). Um ein langsames Aufladen 
zu ermöglichen, leistete mir ein alter Strom Schlüssel A, dessen 
Ebonit etwas leitend geworden war, gute Dienste. Diese Leitfähig- 
keit ist "durch Parallelzeichnen eines Widerstandes, in der Fig. 1, 
angedeutet. Einige Sekunden nach Einstellungen der Batterie kurbel 
zeigt das Elektrometer bei offenem Schlüssel annähernd das gleiche 
Potential wie bei Einhaltung. Um aber jede Überspannung beim 
Einschalten ganz sicher zu vermeiden, dazu diente der zweite 

1) E. Wabbubo, Ann. d. PhyB. 5. 818. 1901. 
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Schlüssel B. Dieser wird kurz vor Einschaltung von A geschlossen. 
Hierdurch legt man den Batteriepol über einen sehr großen variablen 
Widerstand zur Erde, so daß ein Abfluß erfolgt, der das Potential 
an der Stelle der Verzweigung etwas heruntersetzt, ohne daß die 
Spannung des Elektrometers wegen der Größe des Widerstandes A 
so schnell sinkt. Ist A dann geschlossen, so kann der Widerstand 
B durch eine Schraube bis zur Ausschaltung kontinuierlich ge- 
steigert werden. (Ich benutzte einen Gummischlauch, der Amyl- 
alkohol enthielt, und dessen Querschnitt durch eine Klemme 
Terringert wurde). Ist dann dieser Widerstand bis zur Ausschaltung 
vergrößert, so wird B geöffnet, und falls keine Entladung erfolgt 
ist, wird bei offenem B erst der Widerstand hinter B wieder ein- 
geschaltet, alsdann A geöffnet, 100 Volt durch die Kurbel zuge- 
schaltet, dann erst B und nachher A geschlossen. Auf diese Weise 
läßt sich sehr einfach das zunächst angelegte Potential kontinuierlich 
steigern und so das maximale Potential finden, das die Elektrode 
noch gerade aushält. 

Bei dieser Untersuchung handelt es sich im übrigen nicht um 
die Auffindung von Erscheinungen, die eine feinere Messung nötig 
machen, vielmehr lag mir nur daran, größere Effekte festzustellen. 
Die Ablesegenauigkeit am Voltmeter beträgt etwa 10 Volt. Ist die 
Entladung aus irgend einem Grunde übergegangen, so muß man 
einige Zeit warten, bevor man wieder Spannung anlegt, weil die 
Leitfähigkeit des Gases nicht gleich verschwindet. 

Ganz wesentlich ist peinlichste Isolation aller zuführenden Teile 
Bernstein), weil ein Abfließen hoher Spannungen über schlechte 
Leiter leicht zu Gleit-Fünkchen Anlaß gibt, und aus obigem Grunde 
ein hohes Potential nicht anlegbar ist. Im allgemeinen kann man 
als Kriterium dafür, daß man das maximal mögliche Potential 
angelegt hat, daß also Isolation etc. in Ordnung ist, die Regel 
nehmen, daß sich alsdann der Elektrode, durch vorsichtiges An- 
legen, ein Potential erteilen läßt, das etwa 40% größer ist als das- 
jenige, das bei plötzlichem Einschalten der Batterie das Entstehen 
der Glimmentladung verursacht. DerKasten, der das Entladegefäß 
enthält, ist völlig geschlossen, und hat ein Aluminiumfenster, durch 
das die Röntgenstrahlen einer Röntgenröhre von 5 cm Schlagweite 
fallen. An der Vorderfläche des Kastens ist ein Drahtnetz in die 
Metallwand eingelötet, um beobachten zu können. Die ganze 
Schaltung ist von einem großen Zinkblech weit überragend über- 
dacht. Der Einfluß der Röntgenstrahlen wird natürlich nur so 
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untersucht, daß erst dann die Zulassung der Röntgenstrahlen vor- 
genommen wird, wenn es sich zeigt, daß die Einschaltung der 
Röhre ohne Einfluß ist, so lange das ^-Fenster des Kastens mit 
Blei bedeckt ist. 

Evakuiert wurde mit einer Ify.-Pumpe, bis zu solchem Druck, 
daß bei den angegebenen Röhrendimensionen und der verwendeten 
Spannung die Anode noch positives Licht zeigte und der erste 
dunkle Kathodenraum etwa i bis 2 cm betrug. Das Gas selbst 
muß natürlich trocken sein. Wenn die Röhren längere Zeit stehen 
oder abgeschmolzen sind, wird das Glimmlicht immer weißlicher 
und ist nach etwa acht Tagen völlig weiß. Das Vakuum verändert 
sich nicht merklich während Wochen. Es ist nicht ausgeschlossen, 
daß der als Kitt für die Fenster verwendete Marineleim den Gas- 
inhalt verändert. Ist das Glimmlicht in dieser Weise verändert, 
so konnte ich die im folgenden beschriebenen Erscheinungen nicht 
erhalten. Die Intermittenz der Entladung, die nach Capstick 1 ) 
in komplizierten Gasen eintritt, dürfte hiermit in Zusammenhang 
stehen, indem sie schon im Vorbereitungsstadium des Gases vor 
dem Eintritt der leuchtenden Entladung in Erscheinung tritt. 

Die -4J-Fenster bestanden aus A/-Folie von 4/100 mm Dicke 
und waren derartig zwischen zwei Glasringe mit Marineleim ge- 
kittet, daß die -4J-Folie über den Rand des oberen Ringes herüber- 
gebörtelt war und durch eine Klemme Kontakt angebracht werden 
konnte. Die Fenster hatten ein Lumen von 3. 7 cm und waren auf 
abgeschliffene Flansche, unter Zwischenkittung eines weiteren Glas- 
ringes, mit Marineleim so aufgekittet, daß sie gegen das Glas, 
elektroskopisch geprüft, isolierten. Die Versuche gelingen nur bei 
völliger Trockenheit des Glases. Es erweist sich vorteilhaft, die 
Röhren unter Anlegung eines höheren Potentials, das keinen Glimm- 
strom verursacht, einige Stunden an der Pumpe zu belassen, bevor 
man die Messungen beginnt. 

IV. 

Experimente bei nicht bestrahlten Elektroden. 

Es kamen zwei Entladungs-Röhren, die in Fig. 2 und 3 dar- 
gestellt sind, zur Verwendung. Als Elektroden dienen die ^./-Folien, 
die in späteren Versuchen als Fenster benutzt werden. 



1) Capstick. Proc. Royal. Soc. 63. p. 356. 1898. 
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Für die Röhre Fig. 2, bei 
der weder die Elektroden noch 
die in Betracht kommende Glas- 
wand von Röntgenstrahlen ge- ^ 
troffen wurde, ergab sich fol- 
gendes Resultat: 

Tabelle I. 



Frd* 



ohne Röntgen- 


mit Röntgen- 


strahlen 


strahlen 


740 


720 


730 


710 


740 


7IO 



Fig. 2. 

Dieses Ergebnis ist in Übereinstimmung mit den Angaben von 
Herweg. Herr Herweg fand in einem Gefäß, in welchem die 
Glaswände nicht getroffen wurden, eine Erniedrigung der Entlade- 
spannung von 12 — 14 Volt bei 2 mm Druck und einer Entlade- 
spannung, die ohne Bestrahlung 620 Volt betrug. 

Wurde die Röhre Fig. 3 benutzt, so daß die Röntgenstrahlen 
zwar nicht die Elektroden, wohl aber die Glaswand trafen, so 
nahm die Erniedrigung der 
Entladespannung beträchtlich f 
zu. Es wurde beobachtet: 



Tabelle II. 



ohne Röntgen- 


mit Röntgen- 


strahlen 


strahlen 


770 


700 


760 


710 


780 


710 


760 


690 




Fig. 3 

Die Erklärung für die Erniedrigung des Entladungspotentials 
in diesen beiden Versuchen ist nach den oben skizzierten Vor- 
stellungen über das Zustandekommen der Glimmentladung darin 
zu finden, daß durch die Röntgen-Bestrahlung die Leitfähigkeit des 
Gases in einiger Entfernung von den Elektroden so stark erhöht 
wird, daß an diesen Stellen der Potentialfall beträchtlich abnimmt. 
Da konstantes Potential an den Elektroden liegt, so muß an diesen, 
u. zw. speziell an der Kathode, auf die es in erster Linie ankommt, 
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das Gefälle steigen. Es wird also durch künstliche, lokale Steigerung 
der Leitfähigkeit zwischen den Elektroden, die Ausbildung derjenigen 
Feldverteilung, die für das Einsetzen der Glimmentladung wesent- 
lich ist, erleichtert. Da im Falle der Röhre Fig. 3, die Sekundfir- 
strahlung des getroffenen Glases in gleicher Richtung wirkt, so wird 
der von Herweg beobachtete Effekt in der Fig. 3 noch verstärkt. 
Wurde die Leitfähigkeit nicht wesentlich zwischen den Elektroden 
gesteigert, indem die in Fig. 3 abgebildete Rähre so bestrahlt 
wurde, daß beide Elektroden von Röntgenstrahlen getroffen wurden, 
so treten ganz andere Verhältnisse auf. 

Es sollen diese hier bei diesem Rohr nicht näher erörtert 
werden, weil hier eine Strömung zwischen Kasten und Fenster 
und die veränderte Verteilung der elektrischen Kraftlinien Kompli- 
kationen bedingt. Es sei nur soviel bemerkt, daß, wenn die Leit- 
fähigkeit eine relativ gleichmäßige Verstärkung im ganzen Ent- 
ladungsraum infolge der Bestrahlung erleiden würde, so wäre keine 
Erniedrigung des Entladungspotentials, sondern das Gegenteil zu 
erwarten, da alsdann die Ausbildung des charakteristischen Potential- 
gefälles erschwert würde. 

V. 

Experimente bei bestrahlten Elektroden. 

Bei den nun folgenden Experimenten wurde stets so ver- 
fahren, daß das Fenster, durch das die Röntgenstrahlen auf die 
6.* bestrahlte Elektrode fielen, auf dem gleichen Po- 

yErde tential, wie der Schutzkasten sich befand. Es waren 
stets entweder beide geerdet oder beide auf dem 
gleichen Potential und die Elektrode geerdet, wodurch 
bei gleicher Richtung des Gefälles kein Unterschied der 
Resultate eintrat. In letzterem Falle wurde der Kasten 
natürlich isoliert aufgestellt. Es sei aber erwähnt, daß 
außer den in Folgendem beschriebenen Versuchen eine 
große Zahl anderer angestellt wurde, bei denen die 
Verteilung der elektrischen Kraftlinien bei Vorzeichen- 
wechsel der Elektroden in Hinsicht auf die Umgebung, 
speziell auf den elektrostatischen Schutzkasten geändert 
F, s ■»■ wurde. Dann treten merkwürdige, mir z. T. bisher un- 
erklärbare Verhältnisse auf, auf die ich an dieser Stelle nicht ein- 
gehe, um die bereits hier nicht ganz einfach liegenden Verhältnisse 
nicht noch zu komplizieren. 
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Es wurden zwei völlig gleiche Entladungsrohren hergestellt, 
von der Form der Fig. 4. Bei der einen bestand die untere 
Elektrode aus AI, bei der anderen aus PL 

Wurde an die ^/-Elektrode einmal positives, das zweite Mal 
negatives Potential gelegt, so erhielt ich folgendes Resultat: 



Al { +) Fenster Krd . 



Tabelle III. 



Al ( _) Fenster E rdo 



mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


strahlen 


strahlen 


610 


600 


600 


600 



mit Röntgen- I ohnellöntgen- 
Strahlen [ Strahlen 

760 790 
760 780 
610 610 750 800 

Es war also trotz der Symmetrie der Elektroden in Hinsicht 
des Materials ein schwacher aber sehr deutlicher Einfluß der Röntgen- 
strahlen zu beobachten, falls die untere Elektrode negativ getroffen 
wurde. Die Erklärung liegt, wie ich denke, z. T. in den oben er- 
wähnten Versuchen von Brago und noch mehr in der durch die 
Konfiguration der Röhre zu den Elektroden bedingten Unsymmetrie 
der Bestrahlung; wir kommen später darauf zurück. Wurde in 
gleicher Weise die Röhre mit der Pf-Elektrode bestrahlt, so ergab 
sich folgendes Resultat: 

Tabelle IV. 



P/ (+) Fenster Erde 



Pt(_) FensterErde 



mit Röntgen- ohne Röntgen- 
strahlen Strahlen 



600 
605 
600 



mit Röntgen- 
strahlen 



605 
600 
605 



600 
610 
600 



ohne Röntgen- 
strahlen 



850 
880 
850 



Hier also zeigte sich ein mächtiger Einfluß in dem Falle, daß 
die P/-Elektrode negativ angetroffen wurde. Die Erklärung für die 
in diesen Tabellen wiedergegebenen Experimente ist offenbar die 
schon bei früheren Beobachtungen unter ähnlichen Umständen von 
mir herangezogene 1 ). Betrachten wir zunächst den Fall, der in 
der vierten Tabelle vorliegt. Die vom Pt ausgehenden langsamen 
Kathodenstrahlen setzen in einiger Entfernung von der Elektrode 
durch die Erzeugung einer beträchtlichen Leitfähigkeit das Gefälle 



1) E. Marx. Verh. d. D. Phya. Ges. X. p. 148. 1908. 
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herunter, dieses steigt an der Kathode und leitet so die Glimm- 
entladung eher ein, als dies ohne Bestrahlung geschieht. Ist aher 
das bestrahlte Pt Anode, so werden die langsamen Kathodenstrahlen 
zurückgehalten und können infolgedessen die Leitfähigkeit zwischen 
den Elektroden nicht erhöhen. In diesem Falle müßte aber trotz- 
dem das gleiche Resultat der Röntgenstrahlen zu erwarten sein, 
wenn eine merklich langsame Kathodenstrahlung von dem durch- 
strahlten AI -Fenster, das ja bei positiver Ladung der Pt- Elek- 
trode Kathode ist, ausginge. Dies ist aber nicht der Fall. Denn 
der Integraleffekt der Sekundärstrahlung ist bei auffallender Strah- 
lung (Bragos lncidance Radiation) an sich sehr gering und der 
prozentische Anteil dieser geringen Strahlung an langsamen Strahlen 
wiederum, wie Herr W. Wien l ) zeigte, außerordentlich geringer als 
bei Pt. Die geringe Menge d-Strahlen, die am AI durch die Röntgen- 
strahlen frei wird, ist deshalb viel zu gering, um die Entladung 
vom Fenster aus zu erwirken. Das Verhalten der Entladung bei 
einer durch ein 4/ -Fenster bestrahlten Pt- Elektrode ist hiernach 
völlig verständlich. Nicht aber das Verhalten der nach Durchtritt 
durch das ^/-Fenster getroffenen ^-Elektrode. Hier erscheint ein 
Einfluß des Potentials der .4/- Elektrode zunächst aus Symmetrie- 
gründen unmöglich. Der Grund für das tatsächlich unsymmetrische 
Verhalten scheint mir nun hier in Folgendem zu liegen: Die oben 
bereits erwähnten BaAGGSchen Experimente erweisen für weiche 
y- Strahlen einen Unterschied derjenigen Sekundärstrahlen, die beim 
Auftreffen der Röntgenstrahlen frei werden, gegenüber denen, die 
beim Durchtritt an der Kehrseite des bestrahlten AI entstehen. 
Bkagg zeigte (für Röntgenstrahlen qualitativ Cooksev), daß an der 
Kehrseite des bestrahlten AI achtmal so viel |S-Strahlen frei werden, 
als an der Auftreffseite'). Es werden also am -4l-Fenster sehr viel 
mehr schnelle Strahlen frei, als an der ^/-Elektrode. Dies gilt ceter. 
par. ; hier, wo das Strahlenbündel nicht ausgeblendet ist, kommt hinzu, 
daß aus geometrischen Gründen die frei werdende Menge natürlich 
noch viel größer ist. Diese schnellen Strahlen treffen z. T. die gegen- 
überbefindliche Elektrode, z. T. die Glaswand, und erzeugen überall, 
wo sie negative Ladung antreffen, d-Strahlen. Es erscheint demnach 
durchaus möglich, daß bei völliger Symmetrie der bestrahlten Elek- 
troden in Hinsicht des Materials, allein durch die Bestrahlungsrichtung 



1) W. Wien. Nachr. d. Gött. Ges. d. Wissensch. 1908. 

2) W. H. Bhaog. 1. c. 
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polare Unterschiede auftreten: In der Tat lassen sich die Versuche 
der Tabelle III für das bestrahlte AI so deuten, daß sich das be- 
strahlte AI so verhält, als wenn es langsame Kathodenstrahlen ab- 
gibt, während die durchstrahlle .4J-Folie keine langsamen Strahlen, 
sondern nur solche von so großer Geschwindigkeit aussendet, daß 
keine partielle Beeinflussung des Gradienten zwischen den Elektroden 
eintritt. Das Fehlen einer merklichen (5 -Strahlung an der durch- 
strahlten AI-Folie ist also völlig hinreichend, um zu erklären, warum 
eine beträchtliche Herabsetzung des Entladepotentials nur eintritt, 
wenn die untere, bestrahlte Elektrode Kathode ist, nicht eintritt, 
wenn das AI- Fenster Kathode ist. ■ — Daß dieser bei der bestrahlten 
^/-Elektrode diskutierte 6- Strahleneffekt, der also nur indirekt den 
Röntgenstrahlen, direkt den durch letztere am ^-Fenster in großer 
Menge erzeugten j3-Strahlen zu verdanken ist, auch beim Pt mitwirkt, 
versteht sich natürlich von selbst. Bei den im folgenden untersuchten 
Röhren zeigte sich eine Beeinflussung des Entladungspotentials bei 
positiver Elektrode in umgekehrter Richtung wie die hier bei Be- 
strahlung der Kathode festgestellte. Hierauf, und warum dieser 
Effekt sich hier nicht zeigte, darauf kommen wir später zurück. 

Wir haben uns mit diesem Experiment schon weitgehend dem 
Falle genähert, der in dem Nullapparat der Geschwindigkeitsmessung 
der Röntgenstrahlen vorliegt und der, wie in der Einleitung her- 
vorgehoben, hier gesondert untersucht werden sollte. Wird die Pt- 
Elektrode positiv angetroffen, so wird die Entladung nicht erleich- 
tert, wird sie negativ angetroffen, so wird sie sehr bedeutend 
erleichtert, dann tritt die auslösende Wirkung der Röntgenstrahlung 
in Erscheinung. Dieses letzte Experiment zeigt, wie ich denke, daß 
meine Ausführungen *) über die Theorie des Nullapparates sich hier 
getrennt haben bestätigen lassen. Daß aber die Verhältnisse noch 
viel günstiger in polarer Hinsicht liegen, und der Erfolg meiner 
Messung noch einem weiteren, in gleicher Richtung wirkenden 
Effekte zuzuschreiben ist, das wird durch die folgenden Versuche 
klar, die sich noch weit mehr als der letzte Versuch, den Bedingungen 
im Nullapparat nähern. 

Es ist nämlich im Falle des Nullapparates der Geschwindig- 
keitsmessung, der bestrahlten Elektrode parallel, und in etwa 3 cm 
Entfernung ein Faraday-Zylinder angebracht, der von den Röntgen- 
strahlen nicht getroffen wird. Die Hülle dieses Faraday-Zylinders 

1) 1. c. Verh. d. D. Phys. GeB. p. 1386". 
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ist geerdet. Die elektrischen Schwingungen, die von der bestrahlten 
Elektrode ausgehen, fließen über die Erdhülle des Zylinders zur 
Erde. Da die Frequenz der Schwingungen eine sehr große, der 
Abstand sehr gering ist, so stellt die Elektrode, zusammen mit dem 
Faraday-Zylinder, einen Kondensator dar, welcher der abfließenden 
Hertzschen Welle einen sehr geringen Widerstand bietet. Die 
Phasenverschiebung dieser Welle beim Durchtritt durch diesen 
Kondensator wird deshalb ebenfalls sehr gering sein, so daß sieb 
die Welle nicht wesentlich anders beim Übertritt auf die geerdete 
Hülle verhalten wird, als wenn die Luitstrecke überbrückt wäre. 
Diese einfache Überlegung ergibt, daß das momentane Potential 
der geerdeten Hülle, das von der Hertzschen Welle herrührt, nur 
geringe Phasenverschiebung gegen das Potential der schwingenden 
Elektrode zeigen wird. Nur wird es infolge der Dämpfung und der 
Größe der metallischen Oberfläche des Faraday- Zylinders an diesem 
eine geringere Amplitude aufweisen, als die an der schwingenden 
Elektrode. 

Will man demnach den Verhältnissen, die in diesem Apparat* 
herrschen, gerecht werden, indem man Gleichstrom an Stelle des 
dort verwendeten Hochfrequenzstromes verwendet, so muß gegen- 
über der von den Röntgenstrahlen 
getroffenen schiefgestellten Elek- 
trode eine zweite Fläche angebracht 
werden, die selbst nicht von den 
Strahlen getroffen wird, und die ein, 
dem Vorzeichen nach gleiches aber 
wesentlich schwächeres Potential 
hat, als die bestrahlte Elektrode. 
Ich verwendete zunächst ein Ent- 
ladungsgefaß folgender Form, das 
gleichzeitig gestattet, auch unter 
diesen veränderten Bedingungen den 
Einfluß des Elektrodenmaterials zu 
untersuchen. Fensteröffnung und 
Röhrenlumen sind die gleichen, wie 
früher. Als Elektroden wurden zunächst schwach kalottenförmig ge- 
krümmte verwendet deren eine, die P<-Elektrode, dieselbe war, die in 
meinem Apparat zur Geschwindigkeitsmessung verwendet wurde. Die 
andere war eine ^./-Elektrode von gleichen Dimensionen. Der Abstand 
der Elektroden etc. ist der Fig. 5 zu entnehmen. Legt man die eine 
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dieser beiden Elektroden an die Hochspannung, so nimmt infolge 
der mangelnden Isolationsfähigkeit des Glases die andere sehr bald 
ein Potential von gleichem Vorzeichen an, das aber ans naheliegen- 
dem Grunde etwas schwächer als das der direkt metallisch an 
liegenden Elektrode ist Dort wo in den folgenden Tabellen der 
Index 0 an dem die Elektrode charakterisierenden Material angebracht 
ist, bedeutet dies, daß die betreffende Elektrode weder besonders 
geerdet, noch metallisch an eine Potentialquelle angelegt ist Sie 
hat alsdann die durch die Leitung der Glases sich einstellende 
schwache Ladung der anderen Elektrode. (Tabelle V und VII.) 
In VI und VIII sind die nicht bestrahlten Elektroden geerdet Die 
beiden Fenster sind wiederum so durch die Marineleimkittung 
isoliert, daß sie gegen das Glas elektroskopisch geprüft isolieren. 

Tabelle V. 
Pt bestraJtlt 



Pt_ Fenster K r«u (Al\ P* (+) FensterB«i. (Al\ 



mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


mit Röntgen- 


ohne Röntgen 


strahlen 


strahlen 


strahlen 


Strahlen 


630 


820 


780 


640 


625 


800 


770 


650 




810 


780 


620 


590 


800 


760 


630 


570 


840 


790 


630 


590 


820 


780 


680 


der Druck erhöht 






700 


1080 (ey. höher, 


890 


810 


710 


1000 Ende der 


880 


790 


730 


1050 Batterie) 





Tabelle VL 

AI und ] -c , n . AI und ) « , 

Ä - Fenster } Erde P< + Fenster } Enl9 



mit Röntgen- 
strahlen 


ohne Röntgen- 
Strahlen 


mit Röntgen- 
strahlen 


ohne Röntgen- 
strahlen 




680 


720 


560 


500 


680 


720 


570 


520 


690 


680 


580 


530 


700 


650 


570 



MaUL-phy«. Klasat) 1908. Bd. LX. 19 
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Die Tabellen ergeben, daß bei negativ angetroffener Elektrode 
eine Potentialerniedrigung von etwa 30% stattfindet. Die Poten- 
tialerniedrigung ist nicht sehr weitgehend konstant; es zeigt sich, 
daß eine Elektrode bei der ersten Bestrahlung schwerer anspricht, 
als wenn einmal eine Auslösung erfolgt ist. Oberflächenbeschaffen- 
heit und Gasinhalt beeinflussen ihn. Der Effekt ist etwa von der 
gleichen Größe wie er vorhin bei Pt gefunden wurde. Gant über- 
raschend aber ist der Einfluß, der sich hier bei positiver Ladung 
der Pt- Elektrode zeigt. Das Experiment ist leicht zu demonstrieren, 
wenn allenthalben die oben angegebenen Vorsichtsmaßregeln inne- 
gehalten werden; es wirkt zunächst erstaunlich, daß man während 
der Bestrahlung ein höheres Potential an die Elektrode legen kann, 
als ohne Bestrahlung, daß also ein Abblenden der Röntgenstrahlen 
mit einem Bleiblech bei positiv angetroffener Elektrode gerade den 
umgekehrten Effekt ausübt, als im Falle der gewohnten negativen 
Auslösung. Bevor auf die Diskussion eingegangen wird, mögen die 
entsprechenden Resultate für AI mitgeteilt werden. 



Tabelle VII. 
AI bestrahlt. 

Al { ^ FensterKrfe Pt (0) Al {+) Fensters*!« jP* (0) 



mit Röntgen- 
strahlen 


ohne Röntgen- 
strahlen 


mit Röntgen- 
strahlen 


ohne Röntgen 
Strahlen 


575 


725 


740 


720 


605 


800 


720 


675 


620 


810 


760 


720 






750 


690 






740 


680 



Tabelle V1U. 



Al _ Fenrterj Erde Fe ^ r ) Erde 



mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


strahlen 


strahlen 


strahlen 


strahlen 


485 


505 


715 


670 


500 


520 


710 


650 






680 


650 



Die hier angegebenen Zahlen ändern sich nicht, wenn anstatt der 
kalottenfÖrmigen Elektroden, wie weiter unten angegeben, ebene 
genommen werden; es erscheint deshalb unnötig besondere Ta- 
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bellen hier anzugeben. Auch änderten sie sich nicht, wenn anstatt 

Ä , Fenster 1 « , Ä , Fenster) . , 

Al_ — p t JErde, Alj^^ — ^ \ +, genommen wurde. 

Rein äußerlich möge bemerkt werden, daß ich bei ganz frischen 
AI- Elektroden die angegebenen Effekte, namentlich die bei negativ 
angetroffener AI- Elektrode zum Teil nicht oder nur sehr schwach 
erhielt Die Zahlen der Tabellen VII und VHI erhielt ich, als durch 
den Strom die ^-Oberfläche bläulich angelaufen war. Auch beim 
Pt tritt etwas ähnliches ein, wenn auch nicht so ausgeprägt. Es 
zeigte sich immer, daß nach einiger Benutzung die frisch ge- 
schmirgelten, resp. ausgeglühten Elektroden für die hier in Betracht 
ko mietenden Effekte geeigneter waren. Ob hierbei die Gasabgabe 
der Elektroden oder direkt die Oberflächenbeschaffenheit maßgebend 
ist, lasse ich dahin gestellt. Für Pt sind die Auslösungseffekte etwa 
die gleichen, wie oben in Tabelle IV. In Anbetracht der geringeren 
getroffenen Oberfläche (die ja schief steht) sind sie aber größer. 
Viel mehr ist dies noch beim AI der Fall. Die Erklärung ist hier 
wohl ohne Zweifel darin zu finden, daß die schnellen Strahlen, die 
bei parallelen Elektroden, wie oben in Tabelle III wegen ihrer 
großen Weglänge unwirksam sind, hier zu einem Teil nicht gerade- 
aus in Richtung der Stromlinien laufen, sondern auf die gegenüber- 
liegende Glaswand treffen, dort machen sie ^-Strahlen frei, die das 
schwache Gefalle, das sich in einiger Entfernung von der Kathode 
auszubilden beginnt, noch mehr schwächen, da sie dort infolge 
ilirer starken Absorption beträchtliche Leitfähigkeit erzeugen. Ist 
hierbei, wie in Tabelle V und Vil, die zweite Elektrode, die un- 
bestrahlt ist, nicht geerdet, so daß sie ebenfalls negatives Potential 
annimmt, so werden sämtliche an der Glaswand freiwerdenden 
Strahlen in die Strombahn zum Fenster hin getrieben. Es ist dem- 
nach durchaus verständlich, daß in diesem Falle die Erniedrigung 
des Entladungspotentials viel beträchtlicher ist als wenn die nicht 
bestrahlten Elektroden geerdet sind (VI und VELI). 

Es ist hiernach selbstverständlich, daß das gleiche dann ein- 
treten wird, wenn die der Elektrode gegenüber befindliche Wand 
aas irgend einem andern Material besteht, da ja an allen Materialien 
^Strahlen frei werden, wenn Kathodenstrahlen sie treffen. In dem 
N'ullap parat der Geschwindigkeitsmessung ist der Farad ayzy linder 
parallel zu der schief stehenden bestrahlten Pt- Elektrode angebracht, 
dort treffen also die schnellen Strahlen die am Pt frei werden zum 
Teü auf die Hülle des Farad ayzy lind ers und zum Teil auf die Glas- 
ig 
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wand. Die Zylinderhülle bildet mit der Elektrode einen Konden- 
sator sehr geringer Reaktanz, Infolgedessen hat sie, wie hier die 
Glaswand, ein Potential von etwas anderer Größe, aber von im 
wesentlichen so geringer Phasenverschiebung, daß sie während der 
weitaus größten Zeit der Schwingung, gleiches Vorzeichen wie die 
Elektrode selbst hat. Die langsamen Elektronen, resp. die d-Strahlen, 
werden deshalb nicht den gleichen Weg einschlagen, wie der Wechsel- 
strom; vielmehr werden sie, falls die Elektrode stark negativ, der 
Faradayzylinder schwach negativ ist, sich im wesentlichen in Richtung 
der maximalen Potentialdifferenz, also zum Fenster hin bewegen. 
Die schnellen Elektronen aber treffen auf die Zylinderhülle und die 
Glaswand und machen dort d- Strahlen frei, die alsdann ihrerseits ihren 
Weg in der Richtung zum Fenster nehmen müssen, da sie durch das 
negative Feld der Elektrode und der Hülle abgestoßen werden. Auf 

die Verhältnisse bei positiver Phase 
wird gleich eingegangen werden. 

Daß bei den oben angegebenen 
Versuchen der nicht geerdeten Elek- 
trode keine wesentliche Bedeutung 
zukommt, wurde dadurch gezeigt, 
daß sie und das Fenster ihr gegen 
aber entfernt werden konnte, ohne 
die angegebenen Zahlen merklich zu 
beeinflussen. Die freigelassene Elek- 
trode hat ja nur das Potential des 
Glases. Auch das Ersetzen der Hohl- 
elektroden durch ebene war ohne 
betrachtlicheren Einfluß. Es möge 
deshalb hier nur noch eine Zahlen- 
tabelle angeführt werden, die mit dem Glasrohr Fig. 6 angestellt ist. 
Hierbei ist die ebene P<-Elektrode durch einen Schliff drehbar. 




Fig. 6. 



Tabelle IX. 

Pt M Fenstensrde JFensterErde 
Horizontal Horizontal 



mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


mit Röntgen- 


ohne Röntgen- 


strahlen 


strahlen 


strahlen 


strahlen 


760 


580 




840 




570 


520 


830 


780 


570 


5 10 


850 
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Tabelle X. 



Pf (+) FensterErd« 
3tf Grad Schiefstellung 



P< ( _, Fenstei-Brde 
30 Grad Schiefstellung 



mit Röntgen- ohne Röntgen- 
strahlen Strahlen 



mit Röntgen- 1 ohne Röntgen- 
strahlen Strahlen 



760 580 
760 560 
780 560 




Aus Tabelle IX und X ist zunächst ersichtlich, daß sowohl 
der Effekt bei positiv angetroffener Elektrode, wie der bei negativ 
angetroffener, mit Rücksicht auf die Größe der angetroffenen Ober- 
fläche, wesentlich stärker ist, wenn die Elektrode schräg, als 
wenn sie horizontal steht. Hierbei fällt auf, daß auch bei Hori- 
zontalstellung der positiven Elektrode eine beträchtliche Übergangs- 
Erschwerung eintritt, während oben in Tabelle IV kein Einfluß bei 
positiver Ladung und Horizontalstellung beobachtet werden konnte. 
Da der in die Augen springendste Unterschied zwischen Fig. 4 und 
Fig. 6 darin liegt, daß im ersten Falle die Glaswände die Elektrode 
ganz dicht umschließen, im zweiten aber beträchtlicher Spielraum 
zwischen Elektrode und Glaswand ist, so wurden zunächst die Be- 
dingungen der Fig. 4 dadurch zu reproduzieren versucht, daß in eine 
Röhre vom Charakter der Fig. 6 ein Glaszylinder so hineingebracht 
wurde, daß die Elektrode von ihm eng umschlossen wurde. Das 
Resultat war, daß hierdurch der positive Effekt um etwa 30% 
verringert wurde, also doch noch so deutlich bestehen blieb, daß die 
Diskrepanz nur zum Teil dem fehlenden Zwischenraum zwischen 
Glaswand und Elektrode zugeschrieben werden kann. Es ist dem- 
nach das wahrscheinlichste, daß hier gewisse Oberflächenbeschaffen- 
heiten in dem Rohr Fig. 4 sich geltend machen, die allein in diesem 
Falle ein Inerscheinungtreten des positiven Effektes verhinderten, 
da sonst in sämtlichen Versuchen diese Erscheinung beobachtet 
wurde. Auf diesen positiven Effekt, der hier völlig unerwartet in 
die Erscheinung trat, wird in folgendem näher eingegangen. 



Die Erhöhung de« Entladnngspotentials bei positiv angetroffener 



Aus den angeführten Experimenten ergibt sich, daß unter dem 
Einfluß der Röntgenstrahlen solche Veränderungen an einer Elektrode, 



VI. 



Elektrode. 
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Verzögerungserscheinung, d. h. die beträchtliche Zeit, die vergebt 
bevor nach Abblenden der Röntgenstrahlen die Entladung bei posi- 
tiver Elektrode einsetzt, ist der Polarität des Entladungseffektes im 
Nullapparat durchaus günstig: Denn der Anstieg des Anodenfalles 
ist bedingt durch negative Ionen, die sich in der Umgebung der 
Anode bilden. Erst nachdem dieses negative Polarisationsgebiet an 
der Anode verschwunden ist, steigt der Kathodenfall. Der Versuch 
zeigt, daß dies längere Zeit dauert nach Abblenden der Strahlen. — 
Es wird also im Nullapparat, im Falle Antreffens der positiven 
Phase, dieses Polarisationsgebiet, wenn es sich gebildet hat, auch 
in der folgenden negativen, unbestrahlten Phase fortbestehen. Dort 
wirkt es aber derart, daß der Kathodenfall heruntergeht und ge- 
schwächt wird, da ja das für die Glimmentladung hinreichende Ge- 
fälle ein positives Polarisationsgebiet an der Kathode fordert. Das 
negative Gefalle wird also dadurch noch mehr geschwächt, und da 
es bereits ohne diese Schwächung nicht zur Glimmentladung aus- 
reichte, so wird jetzt a fortiori in der unbestrahlten Phase kerne 
Entladung erfolgen können. 

Die mehrfach beschriebene Tatsache, daß bei richtiger An- 
ordnung meines Apparates nur bei den größten negativen Potential 
amplituden eine leuchtende Feldentladung bei der Bestrahlung 
«•insetit, nicht aber bei positiv angetroffenen, ist, wie ich denke 
hier Rür sich, getrennt vom Apparat, als notwendig bewiesen. 
Dienet Beweis und die hieraus sicii ergebende wesentliche Stütze für 
die Richtigkeit meiner Auffassung van den Vorgängen im Apparat 
zur Gesrhwimligkeitsmessung der Röntgenstrahlen, möchte ich als 
wesentlichstes Resultat vorliegender Untersuchung betrachten. 

Physik. Inst. Leipzig. Ende Juli 1908. 



bruckfertig erklfcrt 6. X.. 1908. 
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welche in positiver Ladung angetroffen wird, eintreten, daß das Ein 
setzen der Entladung beträchtlich erschwert wird. Nun hängt nach 
obigen Ausführungen über das Zustandekommen der Glimmentladung 
diese in erster Linie davon ab, daß der Kathodenfall eine bestimmte 
untere Grenze erreicht; wird das Erreichen dieser Grenze verhindert, 
so tritt keine Glimmentladung ein. Dieses Herabdrücken des maß 
geblichen Kathodengefälles kann nun bei konstantem, anliegendem 
Potential seinen Grund darin haben, daß an einer anderen Stelle 
der Strombahn eine Erhöhung des Gefälles eintritt. Eine solche Er- 
höhung wird allgemein an den Elektroden dann eintreten, wenn 
die Polarisationsgebiete, welche sich um die Elektroden bilden, an- 
wachsen. Wie man nämlich aus der Gestalt des Gradienten vor 
Eintritt der Glimmentladung ersieht, ist in der Nähe der Anode 
freie negative Elektrizität vorhanden. Ein Steigern dieser freien 
negativen Elektrizität an der Anode hat ein Anwachsen des Anoden 
falles zur Folge. Diese Steigerung muß dann eintreten, wenn Rönt- 
genstrahlen auf die Elektrode fallen, welche ein Potential von 
einigen hundert Volt hat. Denn die Kathodenstrahlen, welche an 
der bestrahlten Elektrode frei werden, bestehen nicht nur aus den 
schnellen DoRNschen (^-Strahlen) und den ganz langsamen ^-Strahlen, 
sondern auch aus solchen Strahlen, die einer Geschwindigkeit ent- 
sprechen, die durch einige hundert Volt derart beeinflußt werden, 
daß sie auf kurzen freien Wegstrecken existenzfähig sind. Es ent- 
stehen negative Ionen und Elektronionen. Durch diese muß die 
negative Volumladung an der Anode erhöht werden, es muß also 
der Anoden fall steigen, was gleichzeitig, da die Klemmenspannung 
konstant ist, ein Sinken des Kathodenfalles zur Folge haben muß 
Dann aber muß sich eine Erschwerung des Einsetzens der Glimm- 
entladung einstellen. Man wird also bei positiv angetroffener Elek- 
trode eine größere Potentialdifferen* während der Bestrahlung anlegen 
können, als ohne Bestrahlung. 

Jeder Vorgang, welcher die negative Volumladung an der 
Elektrode erhöht, wird in gleicher Richtung wie hier die direkt an 
kommenden Röntgenstrahlen wirken. Wenn demnach die Bedingungen 
derart sind, daß die Gesamtheit der bei Röntgenbestrahlung frei- 
werdenden Kathodenstrahlen, also nicht nur die langsamen, sondern 
auch die schnellen, freie negative Elektrizität an die Anode schaffen 
können, so wird man erwarten müssen, daß der Ersthwerungseffekt 
zunimmt. Dies ist aber der Fall, wenn die Elektrode schräg gestellt 
ist, und ihr gegenüber sich eine Wand befindet, die ein Potential 
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hat, das nur wenig geringer ist, als das der Elektrode. Dann 
treffen nämlich alle Kathodenstrahlen, auch die schnellen, die durch 
die Röntgenstrahlen an der Elektrode frei werden, auf die Wand. 
Dort erzeugen sie d-Strahlen, die sich nun in dem schwachen Felde 
zwischen Anode und Wand zur Anode bewegen, und an der Anode 
die freie negative Volumladung erhöhen. Hiernach ist also die be- 
trächtliche Erhöhung der Entladeerschwerung bei Schiefstellung der 
Anode, der Mitwirkung der schnellen ß-Strahlung zu danken, die an 
der bestrahlten Elektrode selbst frei wird, und die bei Horizontal- 
stellung für die Anreicherung von negativer Elektrizität an der Anode 
wegen der Größe der freien Weglänge nicht in Betracht kommt. 

In dem Nullapparat müssen infolge der oben wiederholt dis- 
kutierten analogen Verhältnisse gleiche Vorgänge in Erscheinung 
treten. Nur sind dort wegen des höheren Druckes und höheren 
Potentials die charakteristischen Teile der Entladung räumlich viel 
mehr konzentriert Es muß auch hier bei angetroffener -{-Elektrode 
die Entladung erschwert, bei angetroffener —Elektrode erleichtert 
werden. Hierzu kommen noch zwei weitere Umstände. Erstens ein 
beträchtlicher Entladeverzug bei -f-Elektrode. Es zeigt sich nämlich, 
daß die Ausbildung des Glimmlichtes im Falle, daß die P*-Elektrode 
positiv ist, nicht sofort erfolgt, sondern daß benachbart zu dem 
Potential, das sich noch dauernd anlegen läßt, sich ein Gebiet be- 
findet, innerhalb dessen das Potential für kurze Zeit ohne Eintritt 
der Entladung anlegbar ist Bei negativem Pt ist ein solches Gebiet, 
das einen merklichen hier nach Sek. zählenden Entladeverzug zeigt, 
von mir nicht beobachtet worden. Ferner aber hat in diesem Apparat 
das ^l-Fenster eine viel kleinere Oberfläche als die Pl-Elektrode. 
Die Folge davon ist, daß die Entladung schwerer einsetzte, wenn 
das Fenster Kathode ist, als wenn es Anode ist. In der Tat kann 
man etwa das doppelte Potential im ersten Falle anlegen als im 
zweiten. Für die Verhältnisse im Nullapparat kommt der, hier zu- 
erst beobachtete, positive Erschwerungseffekt nicht direkt in Betracht. 
Denn dort wird das Potential so reguliert, daß ohne Bestrahlung 
eine Entladung überhaupt nicht stattfindet. Für die Funktion dieses 
Apparates wäre hinreichend, daß keine Erleichterung der Feld- 
entladung bei positiv angetroffener Elektrode statt hat, was allein 
bisher in der Theorie des Apparates von mir zu erklären versucht 
wurde. Daß aber sogar eine Erschwerung stattfindet, war nicht 
vorausgesehen, ist aber für die Zuverlässigkeit des Funktionierens 
sicherlich ein nicht unbeträchtlicher Sicherheitsfaktor. Auch die 
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Verzögerungserscheinung, d. h. die beträchtliche Zeit, die vergeht, 
bevor nach Abblenden der Röntgenstrahlen die Entladung bei posi- 
tiver Elektrode einsetzt, ist der Polarität des Entladungseffektes im 
Nullapparat durchaus günstig: Denn der Anstieg des Anodenfalles 
ist bedingt durch negative Ionen, die sich in der Umgebung der 
Anode bilden. Erst nachdem dieses negative Polarisationsgebiet an 
der Anode verschwunden ist, steigt der Kathodenfall. Der Versuch 
zeigt, daß dies längere Zeit dauert nach Abblenden der Strahlen. — 
Es wird also im Nullapparat, im Falle Antreffens der positiven 
Phase, dieses Polarisationsgebiet, wenn es sich gebildet hat, auch 
in der folgenden negativen, unbestrahlten Phase fortbestehen. Dort 
wirkt es aber derart, daß der Kathodenfall heruntergeht und ge- 
schwächt wird, da ja das für die Glimmentladung hinreichende Ge- 
fälle ein positives Polarisationsgebiet an der Kathode fordert. Das 
negative Gefalle wird also dadurch noch mehr geschwächt, und da 
es bereits ohne diese Schwächung nicht zur Glimmentladung aas- 
reichte, so wird jetzt a fortiori in der unbestrahlten Phase keine 
Entladung erfolgen können. 

Die mehrfach beschriebene Tatsache, daß bei richtiger Ad 
Ordnung meines Apparates nur bei den größten negativen Potential 
amplituden eine leuchtende Feldentladung bei der Bestrahlung 
einsetzt, nicht aber bei positiv angetroffenen, ist, wie ich denke 
hier für sich, getrennt vom Apparat, als notwendig bewiesen. 
Diesen Beweis und die hieraus sich ergebende wesentliche Stütze für 
die Richtigkeit meiner Auffassung von den Vorgängen im Apparat 
zur Geschwindigkeitsmessung der Röntgenstrahlen, möchte ich als 
wesentlichstes Resultat vorliegender Untersuchung betrachten. 

Physik. Inst. Leipzig. Ende Juli 1908. 
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SITZUNG VOM 26. OKTOBER 1908. 

1. Herr N kitmann legt für die „Berichte" eine Abhandlung vor: Über 
die Entwicklung der ganzen Potenzen der reziproken Entfernung 
zweier Punkte nach Kugelfunktionen. 

2. Herr Rohm trägt für die „Berichte 44 vor über die Bestimmung des 
achten Schnittpunktes von drei Flächen 2. Grades. 

3. Für die Verwendung der annähernd 1000 Mk. betragenden Zinsen 
der Göttinger Stiftung werden folgende Beschlüsse gefaßt: 

a. Das Stipendium wird ungeteilt und nur an einen Bewerber im 
Jahre vergeben. 

b. Wenn der Betrag von 1000 Mk. nicht erreicht ist, wird der Rest 
kapitalisiert bzw. dem nächstjährigen Stipendium hinzugefügt. 

c. Die Verleihung läuft mit dem Datum des Beschlusses und auf 
ein Jahr. 

d. Das Stipendium gilt für alle in der Klasse vertretenen Fächer; 
den Physikern ist bei der Verleihung kein Vorrang einzuräumen. 

4- Herrn Dr. Lii.iknfkld werden zur Fortsetzung physikalischer Unter- 
suchungen 900 Mk. aus der Göttinger Stiftung bewilligt. 
5. Geschäftliche Mitteilungen. 
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Ober die Entwicklung der ganzen Potenzen der 
reziproken Entfernung zweier Punkte nach 

Kugelfunktionen. 

Von 

C. Neumann. 

§ I- 

Es handelt sich hier um die Entwicklung des Ausdruckes 
^ (y* ,, "-f r* — irr, cos y) 

nach den Kugelfunktionen 7^ (cos y). Dabei soll der Exponent h 
eine gegebene positive ganze Zahl sein. 

Für h = 1 ist die Entwicklung bekannt. Sie lautet: 

(A. I.) — 1 - S llx P n ( C0S 7) » 

J^ + ri-^rr, cos-/ ^prf + 1 " V " 

vorausgesetzt, daß r < rj ist. 2Wu aber dürfte sein, daß man auch 
für h = 2 zu einem recht einfachen Resultat gelangen kann, näm- 
lich zu folgender Formel: 

Auch ist merkwürdigerweise diese Formel (A. II.) ganz allgemein 
gültig, einerlei ob r < r x oder r > r x ist. Als Faktor von P n (cos y) 
tritt in der Formel derjenige Wert auf, den die Kugelfunktion zweiter 

(t* -4- r* 
:r) annimmt für das Argument x = 1 • 
2 r r. 

Ich werde den Beweis der Formel (A. II.) im folgenden Para- 
graph geben. Übrigens folgt uns (A. I.) und (A. II) sofort: 

(a. m.) [^*.(™r)]'-^%V Q.£g)*A°*r); 

20* 
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C. Nkumauk: 



und es wird also einerlei seio, ob man die Formel (A. II.) oder die 
Formel (A. III.) zu beweisen sucht. 

Einstweilen möchte ich nur noch bemerken, daß man, auf 
Grund der Formel (A. I.), zur Entwicklung des Ausdruckes (A.) 
für Ä = 3, 5, 7, . . ., andererseits aber, auf Grund der Formel (A. II ), 
zur Entwicklung dieses Ausdruckes (A.) für // = 4, 6, 8, . . . ge 
langen kann. Setzt man nämlich zur Abkürzung: 

(B.) 4 % = r* + r\ — 2rr v cos y , 

und nimmt man an, die Entwicklung 

sei bereits gefunden, der Art, daß die F 9 völlig bekannte Funktionen 
von r und fj vorstellen, so kann man, auf Grund dieser Formel (C), 
leicht zu einer analogen Formel für den Exponent™ : h -f 2 gelangen, 
und zwar in folgender Weise: 

Durch Differentiation der Formel (C.) nach r, respektive nach 
r 1? und mit Rücksicht auf (B.), erhält man: 

Multipliziert man aber diese Formeln mit r, respektive mit — ;,, 
und addiert, so erhält man sofort: 

oder was dasselbe ist: 

(»•) (^r'-i^.^r). 

wo die Bedeutung hat: 

oF n _ cF n 

In solcher Weise kann man also, wenn die Entwicklung (C) 
bereits bekannt ist, sofort hingelangen zur Entwicklung (D.). — 
Q. n. d. 
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Entwicklung nach Kuoki.vinktionen. 27 I 

Es handelt sich hier um den Beweis der Formel (A. IL), oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, um den Beweis der Formel (A. III.). 

Jn der xy Ebene mögen irgend zwei Puukte j>, markiert 
sein mit den rechtwinkligen Koordinaten y, x v y x und mit den 
elliptischen Koordinaten A, A p ; so daß also die Relationen zu 
notieren sind: 

k (V -f- e~ l ) cos 

Pi 



(i) p 



yr^ 1 ('■•-- sin ^„ 



wo & eine positive Konstante (die halbe Brennlinie), vorstellt, und 
wo A und X l ebenfalls positiv zu denken sind 1 ). 

Für den gegenseitigen Abstand (p/^) der beiden Punkte gilt 
die Formel: (pp^f^ (oc — x,)* -j- <// — y,) 2 . Üud diese Formel ge- 
winnt, durch Einführung der in (1.) angegebenen elliptischen Ko- 
ordinaten, die Gestalt 2 ): 

(0 (pPiY = ** [cos i (A + A,) - cos -f ^)][cos i (A - A, ) - cos (» - ^)], 

wo /' = ]/ — 1 sein soll. Setzt man nun 

(3) „««-U.-'-J, 
ferner 

(4) e # + # t und d = O — , 
so geht die Formel (2) über in: 

, , 2 / £ \* ( 1 — 2 u cou c -f u- • ( 1 — 2 r i-os £ + r*i 

woraus sich ergibt: 



1 2 j ut? r 1 1 _ _ 1 

(PPi) ' k [_yi -^ueoßff-f-u'JLV 1 — 2i»co8*H-r i J 



Nimmt man nun an, daß zwischen den beiden positiven Großen 
A und Aj die Relation stattfindet: A < Aj, so sind die in (3.) ein- 
geführten Größen 11 , v als positiv- tchtr Brüche zu bezeichnen; so 

1) Vgl. die Ber. d. Kgl. Sächs. (Je«, d. Wisa. Dezember 1906, 
Seite 491 (i.)ff. Dort ist (auf Seite 491) festgeeetzt, daß A zwischen 
0 und oc liegen soll, daß also dieses Argument A stet» positiv zu denken ist. 

2) a. a. O. Seite 492 (10). 
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daß man also, unter Anwendung der allgemeinen Formel (A. I.), zu 
folgenden Entwicklungen gelangt: 



]/l — 2U C08 a -f- u* 

■ - - _' . = 3V P H (cos d) ; 

l/i-2t>cos* + t>« " V " 

durch welche die Formel (6) übergeht in: 

< 7 > sk> - [#"" p - (cos 0) ] [#"" p - (cos d) ] • 

Nun können wir aber diesen reziproken Wert von (pp t ) zum 



zweiten Mal entwickeln, und zwar naclt einer ganz anderen Methode. 
Zu diesem Zwecke geben wir den Ausdrücken (i) die Gestalt: 

x L = JiQ t cos #|, 

hier haben alsdann o und die Bedeutungen: 

(9) + und Pi-H^H-«- 2 *); 

wofür man, mit Hinblick auf die aus (3) entspringenden Relationen: 



[x — fco cos 0, 

(8) * M/»- A *1 



M = e~ il und uv = c"* ,a », 
auch schreiben kann: 

(10) p= — - und p. = — v— ' 

Da zwischen den positiven Größen X und A 1 die Relation fest- 
gesetzt wurde: X < X v so ist nach (9) auch q < q v Und mit Rück- 
sicht hierauf erhalten wir nun, auf Grund der Formeln (8), für den 
reziproken Wert der Entfernung (pp t ) folgende Entwicklung 1 ): 

') (S.) = TtiX 2 " + 0 • -P. (?) P. («OS ») • «.(„) P.(C0S »,) -I- <fc 



1) Es ergibt sich nämlich diese Entwicklung aus den F. Neumaxn- 
schen Untersuchungen vom Jahre 1847. Man vergleiche F. Nelhami's 
Vorlesungen über Potential- und Kugelfunktionen, Leipzig bei Teubner. 
1887, Seite 333 (7) und Seite 341 (34) ff. Die dortigen Winkel <p und 
9, sind hier =0. Die dortigen Buchstaben y, und ^ haben die Be- 
deutungen ft = cos# und n t = cos#,. Endlich ist die dortige Konstante 
a hier mit k bezeichnet. Im übrigen sind die Bezeichnungen hier genau 
dieselben wie dort. 
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Die hier durch das etc. angedeuteten Glieder sind behaftet mit den 
Faktoren: 

und verschmnden also z. B. für 9 — 1. Denn es ist bekanntlich: 

p„ (»)-'■'«- eV d ' P -, (P) - 

ff 9 

Setzen wir nun die Ausdrücke (7j und (11) einaudei gleich, 
indem wir dabei zugleich für ö, ö und 9, o t die Wert« ( 4) und (10) 
substituieren, so erhalten wir: 

(li) [ JVP„(C08 (fr + fr,))] [ J't-P.lcos (fr - fr,))] 

+ .)-p.(^+j)p.(«»)-^ , i + ; 7)p.(«-» i ) + * 

Dirsf Formel (12) «?irrf, to/> «w* /7/rer Symmetrie hervorgeht, 
ganz allgemein gelten, einerlei ob u < r or/er " > t* isf. iYwr <s< an 
der Vorstellung festzuhalten, daß u und v positive echte Brüclie sind. 

Wir machen jetzt w = t*, also [nach (10)] 9=1. Alsdann 
verscJt winden in der Formel (13) die durch das etc. angedeuteten 
Glieder; so daß also diese Formel alsdann folgende überaus einfache 
Gestalt erhält: 

(14) [ i«"P s (cos (fr + fr t ))] \2?u n P H (cos (fr - fr,))] 
L 0 J L 0 J 

= ~ i(* « + ' ) P>» ♦) • «. (' t "') P . (cos *«> ; 

denn P„(i) ist bekanntlich — 1. — Setzt man endlich hier, in (14), 
den Winkel fr t = o, so erhält man : 

(1 5) [iv P. (cos fr)]' - 4 ' m |i2 ^i) P H . cos fr) <?„ (' • 
Macht man jetzt u =- , indem man r < r, sich vorstellt, so folgt: 

(> 6 ) [^(yjp.o»» »)J - 4 f ; i"( 2 • + ■ ) p. ^ s *) «. C^) ; 

wofür man offenbar auch schreiben kann: 

(-7) [i;; , p. (cos *)] ! - i>; + ■ q. f 2 t r; ) p. « - •> • 

Dies aber ist die zu beweisende Formel (A. III.\ nur ist das dortige y 
hier durch den Buchstaben fr ersetzt. — Q. e. d. 
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§ 3- 

Die Formel (14) dürfte durch ihre Einfachheit von besonderer 
Wichtigkeit sein. Vorhin wurde in ihr # t = o gesetzt. Von Inter- 
esse aber dürften vielleicht auch diejenigen Resultate sein, welche 
sich aus ihr für ^ # f 0 t — 2&, #, = 3&, etc. ergeben. So z. B. 
gelangt man ftir & t = d zu folgender Formel : 

[*° — 1 r- X - 
J>V.f„(cos2d)J |^V' - 

-;,i , (»« + o«.(- , *-" , )[ p -< oo, *>i ,i 

wofür man oflFehbar auch schreiben kann: 

(19) J>" P Ä (cos 2 == 

0 

Hier stehen Unker Hand die Funktionen: 

(20) P t (cos 2 P a (cos 2 P 3 (cos 2 .... 

und die Formel (19) dürfte, bei geeigneter Behandlung, die Mittel 
darbieten, um jedwede dieser Funktionen (20) in eine Reihe zu 
entwickeln, die fortschreitet nach den Quadraten der Kugelfunk- 
tionen P H (cos 
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Beiträge zur Bestimmung des achten Schnittpunktes 
von drei Flächen zweiten Grades. 

Von 
K. Röhn. 

Die vorliegende Note verfolgt einen doppelten Zweck; sie soll 
einerseits eine frühere Arbeit des Verfassers aus den Sitzungs- 
berichten vom 2. Dezember 1901 ergänzen und erweitern; sie soll 
andererseits die invariantentheoretische Lösung des Problems für 
den Fall geben, daß sechs von den acht Punkten als Schnittpunkte 
einer Raumkurve 3. Ordnung mit einer Fläche zweiten Grades be- 
stimmt sind. 

Indem ich mich der früheren Bezeichnungsweise bediene und 
acht ganz beliebige Punkte mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 be- 
nenne, setze ich kurz: 

x i y i z i Wt 

*, Vi s, «•, : 

X ,n Vm Z ,n 

wobei «, k, m irgend vier der Zahlen 1, 2, . . 8 bedeuten. Dann 
besteht die Identität: 

»Mro | • \pqrs , + iklp \ • qrsm ; -f j ilclq | • | rsmp \ 

[) + 1 iklr \ • | smpq ; + ikls | . . mpqr \ = o, 

wenn i, k, l, m, p, q, r, s die Zahlen 1, 2, 3, . . , 8 in irgend einer 
Reihenfolge darstellen. Aus ihr folgen die beiden weiteren: 

iklm • 1 ipqr j - j iklp • | iqrm \ + ilclq \ • | irmp | 
— j »Air , • , impq \ = o, 

(Ib) j iklm | • ikpq | + ! iMp | • ikqm \ + i iklq • tfcf»i> | = o. 
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Liegen insbesondere die acht Punkte auf drei Flächen 2. Grades, 
so besteht die Relation: 

~,v J ikpr \ • ikq8 [ Itnpr • Imqsl 

' 1 ikp8 ; • | ikqr Imps > • J Imqr 

Sie sagt aus, daß die vier Punkte p, q, r, s mit den Achsen ik 
bzw. Im je vier Ebenen von gleichem Doppel Verhältnis bestimmen. 
Der Relation (II) kann man auch die Form geben: 

(IIa) rikp rIm ßJ = rik<l ' rlm * > - . 

^ ' sikp - t slmq \ sikq • slmp\ 

Der Ausdruck linker Hand bleibt also bei der Vertauschung 
von p und q ungeändert. In gleicher Weise erkennt man, daß der 
Ausdruck linker Hand immer denselben Wert behält, wenn man 
unter Festhalten von r und 5 die übrigen sechs Zahlen i.k,l,m,p,q 
beliebig permutiert. 

Das gleiche Resultat liefert auch die Tatsache, daß alle Flachen 
2. Gr. durch die sechs Punkte /, A*, /, w, p, q auf der Geraden rs 
eine Involution ausschneiden, zu der auch das Punktepaar r, s ge- 
hört. Bezeichnen wir etwa mit a: 0 , # 0 , r 0 , w 0 die Koordinaten eines 
variabeln Punktes o, so schneiden die Ebenen .oikp \ =■ o und 
| olmq j = o die Gerade rs in den Punkten (r — h's) und (r — k"s\ 
wo k' ~ | rikp \ : | sikp | und k" — rlmq \ : slmq j ist. Dieses 
Punktepaar gehört der genannten Involution an; neun weitere Punkte- 
paare von ihr erhält man bei beliebiger Permutation der sechs Zahlen 
t, l, m,p y q. Da auch r, s ein Punktepaar der Involution ist, hat man: 

/ TTh \ \ri kp \rlmg 

{ J \8ikp\ • 8lmq \ 

wobei Q rt ungeändert bleibt bei beliebiger Vertauschung der sechs 
Zahlen *, k, /, m,p, q; so daß sich linker Hand zehn verschiedene 
Ausdrücke für o rt ergeben. 

Die 56 Größen q genügen den Gleichungen: 

(m) Qr,Q ' r== l% 

in denen </, r, 5 irgend drei Zahlen aus der Reihe 1, 2, 8 be- 
deuten. Denn es ist: 

| rikp | • j rlmq \ rlms ! • | rikp 1 qikp \ • 1 qlmr \ 

\sikp\- slmq qlms • qikp \ sikp | • slmr \ 

Demgemäß lassen sich sämtliche Größen q als Quotienten zweier 
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der Werte: p 12 , p is , p 14 , p 15 , p 16 , p 17 , p 18 darstellen vermöge der 
Formel: p r ,= — p u : p lr . 

Dividiert man die Identität (I) durch | iklm | • j pqrs \ , und setzt: 

\pikl \mqr8\ \mprs\ 

• i i ' =■ P— . ■•,» sowie: r ., .7 «= g iim — -.usw., 
t roiA/; ^Ipqral 1 mtkl\ v ^\qpr8\ 1 

so erhält man die Relation: 

Q pm 1 mrs I» + q 9M 1 mprs |* + Qrm \ mpqs f + Qjmpqr* 

=» pqrs 

Ganz analog ergibt sich die Relation: 

Qip \phlm |* -f \pilm 8 + Qtp \pikm , 8 + Q mp pikl | a = , iWtw i* 
Wir betrachten jetzt die beiden Flächen 2. Grades: 

( } B^p^ofc^+p^oümHp^ 

wo o wieder den variabeln Punkt bedeutet. 

Beide Flächen 2. Grades sind, wie wir sogleich zeigen werden, 
identisch, und zwar sind die beiden Tetraeder pqrs und iklm zu~ 
gleicli Folartetracdi r dieser Fläche. 

Zwei Punkte x u y u z u w u und x v y v z 9 w 9 sind ja in bezug auf A = o 
konjugiert, wenn: 

?pm I «<7 r * I * I l '4 r8 I + ?ym I U P rS I ' ' V P rS + ?rm «PQ» \ ' \ V PQS 

+ 9 m upqr -\vpqr \ = o 

ist. Diese Gleichung ist aber erfüllt, sobald man für u und v irgend 
zwei von den vier Zahlen j>, q, r, s setzt. Sie ist aber auch erfüllt, 
wenn man für u und r irgend zwei von den vier Zahlen *, k, /, m 
wählt. Denn aus der Identität [vgl. (Ia)]: 

klmp • i kqrs | — j klmq | • : kprs \ + \ klmr | • | kpqs ; 
— j klms ; • | ftjjgr | = o 

folgt, wenn man sie mit \pqrs | : ■ iklm | multipliziert, die Relation: 

Qpi iqrs | • kqrs i + Qi{i \ iprs I • | kprs | + p H | 1 • | ftp?« | 

+ Q ti \*pqr\-\kpqr\ = 0 - 

Da nun a„ : p„ : P rf : - p^ : p^ : p„ n : Qm ist, sagt diese Relation 
aus, daß die Punkte t und k konjugiert in bezug auf die Fläche 
A = o sind. 
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Ganz ebenso erkennt man, daß auch die Fläche B «= o die 
beiden Polartetraeder ikltn und pqrs besitzt. Die Flächen A = 0 
und B = o fallen sonach zusammen und es muß: 

A = tB 

sein. Die Konstante r findet man, indem man in A und B die Ko- 
ordinaten des Punktes m einsetzt; dann kommt nach (IV): 

\pqrs\*=x\iktm\ i > Qmp . 

Den Beweiß, daß A — t B = o ist, kann man sehr leicht aui-h 
dadurch erbringen, daß man zeigt, daß jeder der vier Punkte /,fc,/,m 
zu jedem der vier Punkte p, q y r, s konjugiert ist. Das liefert für 
die Punkte i und p die Bedingung: 

9**\ i 9 r *\-\P4 r *\ —TQ tp \iklm\>\pklm \ = 0, 
die sich auf die frühere Relation: 

Qip I ^ ( l rs I * i iklm | : \ pqrs \ • \ pklm \ 

reduziert. 

Wir wenden uns jetzt der Berechnung der Größen g zu. Hier- 
bei gehen wir von der Identität (Ib) aus, multiplizieren sie mit 
\pqsm | : | iklr | und führen die Werte p mr , q^, ein. 

Sie geht alsdann über in: 

o = Q mr \pqik | • \pq rs | + Q pr | qm ik \.\qmrs\ + o <yr | mp ik \ • \ mprs ■. 

In gleicher Weise findet man: 
°^9mr\P9ir\'\pqks\^ 9 ^\qmir\'\qmks\ + Q^\mpir\'\mpks\. 

Aus beiden Gleichungen folgt dann: 

( VI ) 9mr ! Qpr : P V r = 

\mqik\ ' mqrs\ \mpir\-\mpks\ — \mpik\- tnprs\-\mqir\-\mqk$\ 

:\pmik\'\pmrs\-\pqir\' \pqks\— pqik\-\pqrs\- \pmirr\pmks\ 

: f qp 1 k | • | qp r s \ • \ qmir • qmks — qmik \-\qmrs\- qp i r j • | qpks \ 

Die vorstehenden Ausdrücke, die den Größen q proportional 
sind, zeigen nun verschiedene charakteristische Eigenschaften. Zu- 
nächst ist zu erwähnen, daß in einem solchen Ausdruck nur sieben 
von den acht Schnittpunkten dreier Flächen 2. Gr. auftreten, und 
zwar enthält jeder Ausdruck die Koordinaten eines Punktes im 
vierten, die der sechs übrigen im zweiton Grade. Sodann zeigt sich, 
daß ein solcher Ausdruck bei Vertauschung von irgend zwei der 
sechs Punkte, deren Koordinaten darin quadratisch vorkommen, 
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seinen absoluten Wert beibehält und nur sein Vorzeichen wechselt. 
Der Nachweis hierfür ist vermöge der Identitäten (Ib) leicht zu fuhren 
und kann hier unterdrückt werden. Führen wir die symbolische 
Bezeichnung ein: 

(VII) * • m(qikpsr) e= 1 mqik | • mqsr | • | mpir | • | mpsk\ 

— | mpsr | • | mpik \ • | mqsk | • | mqir j, 

und wählen hierbei für e die positive oder negative Einheit, je nach- 
dem die Zahlenreihe (mqikpsr) eine gerade oder ungerade Anzahl 
von Inversionen aufweist, so können wir sagen, daß der Ausdruck 
t'm(qikpsr) völlig umgeändert bleibt bei jeder Permutation der 
sechs innerhalb der Klammer stehenden Zahlen. Er hängt also nur 
ab von der Zahl vor der Klammer und den Zahlen innerhalb, jedoch 
nicht von der Anordnung der letzteren. 

Der Ausdruck (VII) steht auch mit gewissen geometrischen Ge- 
bilden im engsten Zusammenhang. Ersetzt man einen der sechs 
Punkte innerhalb der Klammer — etwa den Punkt q — durch den 
variablen Punkt o, so stellt: 

m(oikpsr) — o 

eine Kiyelfläche mit dem Scheitel m und den fünf Mantellinien mi, 
mk, mp, ms, mr dar. Läßt man jedoch den variabeln Punkt o an 
die Stelle des Punktes m treten, so stellt: 

o(qikpsr) =« o 

eine Fläche 4. Ord. dar, dir in den sechs Punkten q, t, A\ p, .s, r 
Knote n besitzt. Auf ihr liegen ferner die 1 5 Verbindungslinien dieser 
Punkte sowie die 10 Geraden, die als Achsen der zehn Ebenenpaare 
durch die sechs Punkte auftreten. Diese Fläche 4. Ord. ist durch 
die Wahl der sechs Knotenpunkte völlig bestimmt. 

Aus den Relationen (VI) und (VII) folgt mit Rücksicht auf (m): 

1 • m(qikpsr) : t' • p(qikmsr) = Qmr : Qpr = Qmi : 9pt = Qmk : Qpk 

°" Qmi : Qpi = Qmq : Q Pi = Qmp 1 " 1 

Auch hier ist für t bzw. t der Wert -f- 1 oder — i zu setzen, je 
nachdem die Zahlenreihe des auf « bzw. t folgenden Symbols eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen aufweist. Es ist also 
t:e' = — i un d folglich: 

(VIII) = m(qikpsr):p(<gikmsr) = m(pikqsr) :p(mikqsr). 
Hierbei ist erstens die Anordnung der Zahlen innerhalb der Klam- 
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mern gleichgültig, sobald sie nur in beiden dieselbe ist und p und 
m gleiche Stellen einnehmen. Zweitens dürfen in den Klammern 
neben p bzw. m irgend fünf weitere Schnittpunkte der drei Flächen 
2. Gr. gesetzt werden. 

Feiner läßt sich folgende Umformung vornehmen: 

s-m(qikpsr) = 

(\ mqik\. m qsr\ _ l n^r^mpik\ j . . Wfcj. w « ir 

l>»9tr!.|m 9 siEr| | mps* ; • | mptr | J m ^ ir| ! m ? 5Ä l \ m P**\ m P tr » 

f|ip«rj.ji/»ifcl |?git|-j/gJ»r|\ . -ii-ii n . 



\mqir | • 


! mpsk 


• | mqsk 


• | rojotr | 




■ Ipsk \ 


• ; 





= l(psrqik) • p'j — e". l(qikp.<r) • 

Da in dieser Relation die Anordnung der Zahlen innerhalb der 
Klammern der beiden Symbole m(qikpsr) und l(qikpsr) völlig 
gleich ist, ist auch die Anzahl der Inversionen innerhalb der Klam- 
mern die gleiche und folglich ohne Einfluß. Dagegen bilden m 
und / mit den Zahlen innerhalb der Klammer für m < / noch 
(tn — i) bzw. (I — 2) Inversionen, oder für m > l noch (m — 2) 
bzw. (I — 1) Inversionen. Hieraus folgt: sit"=* (— i) m+,_1 , was 
die weitere Formel nach sich zieht: 

(Villa) gl, = (- 1)"* + '- 1 • m(qikpsr) : l{qikpsr). 

Nach (VIII) ist aber: 

m(qikpsr) = r(qikpsm) • q^, 
l(qikpsr) = r(qikpsl) • p^, 

so daß (Villa) übergeht in: 

(Vlllb) 9mJ = (— !)«" + '. r(qikpsm):r(qikpsl). 

Die Gleichungen (Vin), (Villa) und (VIII b) stellen die Werte der 9 
dar; doch besteht ein wesentlicher Unterschied darin, daß die beiden 
letzteren sämtliche acht Schnittpunkte enthalten, die erstere jedoch 
nur sieben davon. Deshalb ist es die Gleichung (VIII), die unseren 
Zwecken dienen kann, nämlich die Koordinaten des achten Schnitt- 
punktes durch die der übrigen darzustellen. 

Setzen wir etwa in die Gleichung (VIII) für Q mp seinen Wert 
gemäß (IIb) ein, so kommt: 

(IX) m(pikqrs) • \pqrs\ • \pikl\ —p(mikqr8) • |mgrs| • |wiä;J| = o. 
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Diese Gleichung enthält die Koordinaten des Punktes / linear, die 
der Punkte w und p vom vierten und die der Punkte *, k, q, r, s 
vom dritten Grade. Ersetzt man in der Gleichung (IX) den Punkt 
/ durch einen variabeln Punkt 0, so stellt dieselbe eine Ebene durch 
die Gerade ik dar, die den gesuchten Punkt l enthält, wenn die 
übrigen sieben Punkte gegeben sind. Zwei weitere Ebenen durch den 
gesuchten Punkt l und die Geraden iq bzw. qk erhält man, indem 
man in (IX) den Punkt k bzw. den Punkt i durch den Punkt q ersetzt. 

Auch die Gleichung des achten Schnittpunktes läßt sich mit 
Hilfe der übrigen leicht darstellen. Bezeichnen wir mit £, tj, £, co 
die Ebenenkoordinaten und setzen wir zur Abkürzung: 

so besteht die Identität: 

E p - \qrsl\ + E 7 - \rslp\ + E r • \slpq : + E, • \lpqr\ 

+ E r \pqrs { ^=0, 

da die Koeffizienten von §, % f, 00 einzeln identisch verschwinden. 
Multipliziert man die Gleichung mit | iklm \ : \ pqrs |, so geht sie 
über in: 

£ P 9tp ■ \ ikmp \ + E^- \ikmq\ + E r0|r • \ ikmr\ + E,o to • \ikms\ 

-f E, • \iklm = o, 
oder: E p g ip • ikmp \ + E,^ • j ikmq \ + E r o, y • ikmr\ 

-f E,^ • \ ikms -f- E t Q a • ikml\ = o. 

tT- , \{pqrskm) i(pqrskm) 

H.enn setze man nun noch: t ip = p{iqrsl;m) > , (J ,.>7*5» Q3W - 

dann gewinnt man die Gleichung: 

Ep tfcm/> . Eq-\ikmq\ Er- ikmr\ 
p{iqrskm) ' q(pirskm) ' r(pgi»Ä;m) 

E, KfcjM*| = _ Ej • |«£mi| 
s(pqrikm) ~ ^ a i(pqrskm) 

Die rechte Seite gleich Null gesetzt ist aber von einem konstanten 
Faktor abgesehen nichts anderes als die Gleichung E| = o des 
Punktes /. Die Glciclnmg des achten Punktes drückt sich also mit 
Hilfe der übrigen Schnittpunkte folgendermaßen aus: l ) 

Ep- ikmp' Eq ikmq\ E r \ikmr Em- »* mÄ l cai0 . 
' p{ikmqrs) q(ikmrap) r{ikni8pq) s(ikmpqr) 

1) Die Gleichungen (VIII b) und (X) finden sich schon ähnlich in 
meiner zu Anfang zitierten Arbeit ; vgl. dort die Gleichungen (II) und (IV). 
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Die sieben gegebenen Punkte sind hierbei in zwei Gruppen 
geteilt, nämlich einerseits die drei Punkte t, m und andererseits die 
vier Punkte p, q, r, s. In der Gleichung (X) treten erstens die vier 
simultanen Invarianten auf, welche die Punkte deT ersten Gruppe 
mit je einem Punkt der zweiten Gruppe bestimmen, zweitens die 
vier simultanen Ko Varianten 4. Ord., die je drei Punkte der zweiten 
Gruppe mit denen der ersten verbinden. Diese Kovarianten sind 
in je sechs Punkten symmetrisch gebaut; an Stelle der laufenden 
Koordinaten aber stehen die Koordinaten des siebenten Punktes. 
Beseitigt man in (X) die Nenner, so wird die Gleichung in /. k, m 
symmetrisch und ebenso in p y g, r, s symmetrisch, und zwar in den 
Koordinaten dieser Punkte vom 8. Grade und in den Koordinaten 
jener Punkte vom 7. Grade. 

Ich wende mich nun der Frage zu, den achten Schnittpunkt 
dreier Flachen 2. Grades zu bestimmen, falls von den übrigen 
Punkten sechs als Schnittpunkte einer Rammkurve 3. Ord. mit 
einer Fläche 2. Grades gegeben sind. Die Raumkurve 3. Ord. sei 
in der Form: 



gegeben. Dann wird die Fläche 2. Grades: 

Ax* -+- By* -f- Ce* + Die 2 2Exy -j- zFxz 
-f 2Gxw -f 2llyz -f 2jyw + iKzw = o 

jene Raumkurve in sechs Punkten mit den Parametern A lt «lj, A s , A 4 . 
X 5i schneiden, die der Gleichung 6. Grades genügen: 



liehen sechs Punkte der Raumkurve 3. Ord. gehen, sobald sie in 
den Konstanten A, E, K, D, B -f 2F, G + H, C + 2J überein- 
stimmen« 

Die Schmiegung8ebene in einem Punkte k der Raumkurve 
3. Ord. hat die Gleichung: 

(XTV) x — 3Ky + 3**z — x z iv = o. 

Durch einen Raumpunkt «r 7 , y 7) r 7 , m 7 gehen also drei Schmiegungs- 
ebenen mit den Parametern x,, x„ x 3 , für welche: 

Xj Xj x 8 = x 1 : u 7 , i(x x Xj -f x, X3 + H *i ) ö #7 : f r 7 . K*i + *s + *s) = *"? : f r > 



(XI) 



x:y:e:w = A 8 : A 2 : A : 1 
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ist. Durch den Punkt 7 geht eine Doppelsekante der Raumkurve, 
die sie in den beiden Punkten mit den Parametern p bzw. c schneiden 
mag, so daß p 8 :p 8 :p: i bzw. c^i^ia: 1 deren Koordinaten sind. 
Der Punkt 7 anf der Doppelsekante hat dann die Koordinaten: 

(XV ) x, : y 7 : r 7 : ir 7 = («p a - ßo>) : («p* - ßa*) : («p - ßa) : (« - p>). 
Seine Parameter »4, x,, x 3 genügen sonach der Gleichung: 

(XVI) C ( x _ p )3_ / J( X _ (T )3 = 0 . 

also ist: 

*, - ( e - * ! « V?) : <^ ~ «* Vft £ = i ( • + « ^3 )• 

Der gesuchte Punkt 8 möge die Parameter xj, xi, xi besitzen. Er 
liegt auf der vorher erwähnten Doppelsekante: seine Koordinaten 
sind deshalb: 

(XVa ) x 8 :y 8 :^ 8 :«? 8 — (c/p 9 — ß'o*) : (a'p 8 — ßV) : («'p — /?'a) : (u— ß') 

und seine Parameter genügen der Gleichung: 

(XVI a) «'(* - p) 3 - /T(x - o) a = o. 

Soll eine Flache 2. Grades (XII), die auf der Raumkurve 3. Ord. 
die sechs Punkte Xj, A,, . . A 6 ausschneidet, auch noch die Raum- 
punkte 7 und 8 enthalten, so müssen die Koordinaten (XV) und 
(XVa) die Gleichung (XII) befriedigen. Das liefert die Bedingung: 

^[A 9 ^2KQ b +{B^2F) 9 ^2{G^II)^{C + 2j) 9 ^2Kq^l)) 

^ß i {Aa^2Ea i ^(B+2F)^2(G+H)a s +(C-\-2j)a i -}-2Kai-D\ 

-2aß\A p V+ J?p V+Cp (j+ D + JS(p V+ oV)+ • • • • +JiT(p+tf) ) o 

and eine weitere, in der a, ß' an die Stelle von a, ß treten. 
D. h. es sind cc.ß und a';ß' die Wurzeln der vorstehenden Be- 
dingungsgleichung. Demgemäß haben wir im Hinblick auf die Be- 
zeichnung (XIII) die Relation: 

(XVII) aa<p(o) = ßß'<p(a). 

Nun sind von vornherein die Koordinaten des Punktes 7 ge- 
geben und damit seine Parameter Xj, x 8 , x 3 als Wurzeln der Glei- 
chung 3. Grades 

(XVI) /(x) = fr 7 x 8 -3z 7 x 2 -f3y 7 ^-^ = ^(«--p) 8 -^(«-<y) 8 = 0 

Matb.-pbj*. KlaBse 190S. Bd. LX. 21 
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bestimmt. Bezeichnen wir: f(n) o symbolisch mit öj — bl — 
cj =» (ß «= o, so ist die zugehörige Hessesche Form: 

#(») = (<»*AA; 

ferner ist ihre Kovariante 3. Grades: 

<?(x)^(a&)Vc)& x <£ 

und ihre Invariante: 

&i=(aby(cd)\uc)ibd). 
Zwischen ihnen besteht die Relation: 

(xviii) <y + ± f >=-' 2 H'=iQ+ r]/- * ) (« - /•]/ - t ) 

Ist aber /"(x) «= o die Parametergleichung des Punkte« 7, so 
stellt H(k) = o die Parameter q und a der beiden Punkte der 
Raumkurve 3. Ord. dar, in denen sie von der Doppelsekante aus 
dem Punkte 7 getroffen wird. Es ist also bis auf einen Faktor 
i/(x) identisch mit (x — o) (x — 0*). Daraus folgt weiter nach 

xvni: 

(XIX) W ^_A^o(K-< 

wo y und <5 bestimmte Konstanten sind. Andererseits ist aber 
nach (XVI): 

fV~ 2 A ^ {«(x - (>)* - 0(x - «)■} 1/- 2 A, 

folglich : 

j. = 2 A und 6 = f*)/— 2 A. 

Den Wert von bzw. <p(o) erhalten wir als die sechste 

Überschiebung von <p(y.) über (x — q) 6 bzw. über (x — <sf. Das 
ergibt die Beziehungen: 

U (? + /]/-? )') 6 ^ >m«o 

(XX ) ' e 
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Demnach läßt sich die Gleichung: 

1 XXI ) _ « 

auch in der Form schreiben: 

y(x - p) 3 - <5 s y(*) - <H* - *)■■ xMp) - O, 
oder: a'(x — p) 8 — ^(x — tf) s — o, 

wo: er' = yd'<jp(<>) und: /}' = yMqpfo) ist. 

Diese Größen fj' und die Größen a, £ aus der Gleichung (XVI) 
genfigen aber der Relation: ua<p(tqi) = ßß'<p(o), wie man ohne 
weiteres erkennt. 

Hiermit haben wir nachgewiesen, daß die Gleichung (XXI) die drei 
Parameter des achten Schnittpunktes dreier Flächen 2. Grades liefert, 
wenn f(x) — o die Gleichung der drei Parameter des 7. Punktes 
ist und <p(x) = o die Parameter der sechs übrigen Schnittpunkte 
darstellt, die auf der Raumkurve 3. Ord. selbst gelegen sind. Führt 
man noch in (XXI) die Rechnung etwas weiter aus, so erhält man: 

(XXIa) 4« • (* 2 /•(„, /*)•- o. 



erkUrt s*. XX 19öS.] 
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SITZUNG VOM 7. DEZEMBER 1908. 

1. Herr Hkld übergibt für die Abhandlungen den zweiten Teil seiner 

Untersuchung über den feineren Bau des Ohrlabyrinthes (Jubi- 
läumsband). 

Herr Bbcks tragt vor über die Theorie der astronomischen Strahlen 
brechung (Jubiläumsband). 

Herr Rohx übergibt für die Berichte einen Aufsatz von Prof. Likd- 
mamx: Begründung der sphärischen Trigonometrie unabhängig vom 
Parallelenpostulat, verbunden mit neuer Begründung der hyper- 
bolischen Geometrie, und von J.Thomae über: Parameterdarstellun? 
der Raumkurven vierter Ordnung. 

Herr Höldxb berichtet über eine für die Berichte bestimmte Arbeit 
von Prof. Bebkrtkin: Zur Theorie der trigonometrischen Reihe. 

2. Geschäftliche Mitteilungen. 

GEMEINSAME SITZUNG BEIDER KLASSEN 
VOM 19. DEZEMBER 1908. 

Nachdem die math.-phys. Klasse in ihrer Sitzung vom 7. Dezember 
beschlossen hatte, Herrn Geh. Hofrat Prof. Dr. Hexpkl in Dresden zu 
präsentieren, wird der Genannte zum ordentlichen Mitglied gewählt 



M»th.-phys. KImbo 1908. Bd. LX. 
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Begründung der sphärischen Trigonometrie unab- 
hängig vom Parallelenpostulat, verbunden mit neuer 
Begründung der hyperbolischen Geometrie. 

Von 

Heinrich Liebmann. 

Nachdem die Aufstellung der Formeln der hyperbolischen Tri- 
gonometrie ohne Aufwand anderer Hilfsmittel als der elementarsten 
Eigenschaften ebener Figuren durchgeführt worden ist, 1 ) lag es 
nahe, dieselbe Aufgabe für die sphärisch-elliptische Geometrie in 
Angriff zu nehmen. 

Was die Kugel betrifft, so hat bekanntlich schon Lobatschefskij 
nachgewiesen, daß auch noch im hyperbolischen Raum die geicöJm- 
liche sphärische Trigonometrie bestehen bleibt, indem er die Formeln 
für diesen Fall von neuem entwickelte.*) Hier aber handelt es sich 
darum, die allgemeinere Tatsache, daß diese Formeln vom Parallelen- 
postulai unabhängig sind, möglichst einfach und unmittelbar zu be- 
weisen. Mit anderen Worten, es sollen nur Sätze benützt werden 
und Konstruktionen, welche auf der Kugelfläche selbst abgeleitet 
sind, welche also nur darauf beruhen, daß sphärische Figuren auf 
der Kugelfläche beweglich sind ohne Formänderung. 

Von demselben Gesichtspunkt aus wird hier nochmals die Tri- 
gonometrie der hyperbolischen Ebene in Angriff genommen; sie baut 
sich dann fast genau ebenso auf, wie die sphärische Trigonometrie. 

Die folgenden Betrachtungen geben also: 

1) Einen Beweis für die Unabhängigkeit der spftärischen Tri- 
gonometrie vom ParaÜelenpostulat. 

2) Einen neuen Aufbau der hyperbolischen Trigonometrie. 

1) Diese Berichte 1907, S. 187 fr. 

2) N. J. LoBATscHKFflKu, Zwei geometrische Abhandlungen. Uber- 
setzt von F. Enokl, Leipzig 1899, S. 235. 

22* 
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Die erste Aufgabe gehört dem elementaren Gebiet an; sie er- 
fordert keine schwierigeren Betrachtungen als die übliche Ableitung, 
und sie leistet mit weniger Voraussetzungen dasselbe. (Zugleich 
wird natürlich hiermit die Trigonometrie der elliptischen Ebene 
bewiesen.) 

Im Anschluß daran werden immer die entsprechenden Sätze 
der hyperbolischen Geometrie aufgestellt, in vielen Fällen genügt 
eine Andeutung des Beweises, ja es ist nicht einmal eine Wieder- 
holung des Satzes nötig. 

Durch die Überschriften ,ßphäril<f 4 und ff HyperboliscJie Geo- 
metrie", die sich im folgenden bei jedem Abschnitt wiederholen, 
werden aber der Übersicht halber beide Gedankengänge deutlich ge- 
trennt, so daß dn- erste für sich allein verfolgt werden kann. 

§ 1. Grundlagen. 

Spfiärik. 

1. Der (sphärische) Inhalt eines (von Großkreisbogen be- 
grenzten) n-Ecks ist dem sphärischen Exzeß gleidi (d. h. dem Über- 
schusse der Winkelsumme über (n — 2)71). 

An und für sich ist der Exzeß noch mit einer Funktion des 
Kugelradius K zu multiplizieren,, die im euklidischen Baume gleich 
J2' ist, doch spielt diese Funktion hier keine Bolle. 

2. Die Bogenlänge s eines Kreisstückes und der Sektor S sind 
beide dem Zentriwinkel (tp) zwischen den sphäHsclien Radien (r) 
proportional. 

Den Badius denken wir uns hierbei „sphärisch gemessen", 
d. h. durch den Winkel, welche die Kugelradien einschließen, die 
nach den Endpunkten des Badius gezogen sind. 

Wir setzen auf Grund dieses Satzes: 

s - <p • O (r) , 
8-V (r), 

wo O (r) und • (r) stetige Funktionen von r sind und wir werden 
später die bekannten Resultate: 

O(r) — sinr, 

© (r) — 1 — cos r 

erhalten. 

Jeder Kreis vom sphärischen Badius r auf der Kugel kann zu- 
gleich auch als yr Abstandslinie li aufgefaßt werden, d. h. als Ort der 
Endpunkte (sphärischer') Lote gleicher Länge 
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die auf dem Großkreis errichtet sind, dessen Achse mit der des 
Kleinkreises zusammenfallt. Zwei Lote /, welche über dem Stück x 
<ies Großkreises errichtet sind, den wir als „GrundM/nieP bezeichnen 
wollen, begrenzen ein Stück w der Abstandslinie, welches zu x pro- 
portional ist: 

u — x -Ed), 

wobei 

E (l) - O ( * - ') 

und sie begrenzen mit x und u zusammen ein Stück U der Kugel - 
Oberfläche, welches auch zu x proportional ist: 

U=x- J(l), 

wo 

,(0-, _.(--!). 

In der Tat sind diese Ausführungen nur eine andere Fassung 
dessen, was zuvor über den Kleinkreis gesagt ist. 

(Für die elliptische Ebene gilt genau dasselbe, sobald man eine 
geeignete Maßbestimmung einfuhrt.) 

3. Beschreibt man einem gegebenen Kreisbogen n gleidie Sehnen 
ein (Großkreisbogenstücke) und läßt die Anzahl n unbegrenzt zu- 
nehmet*, wobei zugleich ihrer Größe unbegrenzt abnimmt, so ist der 
Grenzwert der Sehnensumme gleicJt der Länge des Kreisbogens. 

Ein ähnliches Prinzip ist noch für den Flächeninhalt anzu- 
wenden, übrigens nur bei solchen Figuren, die von Großkreisbogen 
und Kreisbogen begrenzt sind: 

4. Bildet der Band von n (sich aneinanderschließenden und 
sich nicht überdeckenden) Figuren einen Linienzug, der bei unbe- 
grenzt wachsendem n mit dem Band einer gegebenen Figur zusammen' 
fällt (während zugleich das Innere der Teilfiguren mit dem Inneren 
der Figur zusammenfällt), so ist der Inhalt der Figur gleicJt dem 
Grenzteert der InJialtsumme der Teilfiguren. 



Hyperbolische Geometrie. 

An Stelle von „Großkreisbogen" ist immer zu setzen: gerad- 
linige Strecke"; davon abgesehen bleiben die Prinzipien 3 und 4 un- 
ge&ndert. In 2) ist der „geradlinige" Radius zu nehmen; 1) ändert 
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sich dahin, daß an Stelle des „Exzesses?" der Yl l)efekt i , d. h. der Über- 
schuß von 2 n — 4 Rechten über die Winkelsumme zu nehmen ist *) 

Die vier Funktionen O , • , E und J stehen nicht mehr in so 
einfachem geometrischen Zusammenhang, darüber wird im folgen- 
den Paragraphen Auskunft gegeben; doch sei hier schon bemerkt, 
daß sich ergeben wird 

O (r) = sh r (= —~- f ) , 

% (r) = ehr -y i . 

Die Abstandslinie kann nicht zugleich als Kreis mit reellem 
Mittelpunkt betrachtet werden, sie ist nur definiert als der Ort der 
Endpunkte von Loten gleicher Länge, welche auf einer Geraden er- 
höhtet sind. 

Das dritte Prinzip gilt natürlich auch für Abstandslinien. — 

Beziehung zmsdien m Pardtteltcinkel (a) und Lot (a) in der hyper- 
bolischen Geometrie. Um von vornherein die Möglichkeit einiger 
konstruktiver Grenzübergänge zu beweisen, welche in § 2 gebraucht 
werden, müssen wir noch zeigen, daß der Grenzwert*) 

.. (i c' 

lim es - — = lim es 

"=o Ä _ a )• = 0 y t 

2 

existiert und von o und <x> verschieden ist: 

1) Dieser Satz rührt von Gauss her. (Vgl. z. B. die Darstellung 
in meiner „Nichteuklidischen Geometrie" (Leipzig, 1905), S. 69 ff. - 
Er gilt auch noch dann, wenn eine Ecke unendlich fern ist (vgl. dies^ 
Berichte 1906, S. 560 ff ), woraus z. B. folgt, daß die Grenzkreisaektoren 
endlichen Inhalt haben. 

2) Die Definition des „Parallelwinkels" 

der „zum Lote a gehört", findet man B. bei Lodatschkkskij a. a. 0. 
S. 1 1 und S. 167. Ist ferner 

JI(a)-f- J7(<0= \*. 

das heißt 

JI(<0 

so nennen wir a und a „komplementäre" Lote oder Strecken. Die a" 
einer Strecke o, 6, c • • • komplementäre soll im folgenden überhaupt 
immer mit a\ b\ c • • bezeichnet werden. 
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Der Inhalt eines asymptotischen rechtwinkligen Dreiecks mit 
dem Winkel et (die beiden anderen sind Null und £ n) ist 

\it — er. 

Wir denken uns jetzt vom Scheitel A des (spitzen) Winkels a 
aus die Strecke a : 2n abgetragen, im Endpunkt das Lot errichtet 
und durch A die Parallele dazu gezogen, sie schließt mit der Strecke 
den Winkel a in ein, und der Definition nach ist 

Dieses asymptotische rechtwinklige Dreieck klappen wir jetzt 
um die (unendliche) Kathete um, dann um die Hypotenuse usw., 
2n — imal. 

Die dann entstehende Figur ist aus n asymptotischen gleich- 
schenkligen Dreiecken zusammengesetzt, mit den Grundlinien a : w, 
deren Summe also gleich a ist, der Inhalt ist 

2n -«!„)• 

Die Ecken liegen auf einem Grenzkreis, 1 ) und wenn wir mit 
n zur Grenze Unendlich übergehen, so verwandelt sich die Sehnen - 
summe in einen Grenzkreisbogen, die Inhaltsumme in den zuge- 
hörigen Grenzkreissektor; der Quotient 

n 

2 » ( ' ~ «2 ■) 

wird also in das beim Grenzkreis konstante und von der Bogenlänge 
unabhängige, 2 ) (von Null und Unendlich verschiedene) Verhältnis von 
Bogen und Sektor übergehen. 

Hiermit ist bewiesen, daß das Verhältnis von Strecke (Lot) 
und Komplementärwinkel zum Parallelwinkel eiuen endlichen, von 
Null verschiedenen Grenzwert hat: 

C = limes 



1) Vgl. die im Sachregister (Lobatkchkkskij S. 459) angeführten 
Stellen, besonders S. 186 ff.). 

2) Daß der Grenzkreissektor endlichen Inhalt hat, folgt aus S. 292, 
Anm. 1 ; daß das Verhältnis von Bogen und Sektor konstant ist, aus 
der Beweglichkeit des Grenzkreises in sich. 
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Fig. i. 



Fig. 2. 



§ 2. Fnnktionalgleichnngen zwischen des Tier Funktion«!. 
Bestimmung dieser Funktionen. 

Sphärik. 

Durch Zerschneiden und wieder Zusammensetzen von 
bestimmten Figur gelangen wir jetzt zu Funktionalgleichungen, 
welche E (a) und daher auch O (a) bestimmen. Es sei (Fig. i) .« 
ein Kreisbogen, den wir aber hier als Abstandslinie (Seite 290) auf 
fassen, und zu dem wir noch die äquidistanten Bogen n und v kon- 
struieren, im Abstand a. 

Die Summe u v kann dann so bestimmt werden: Wir zer- 
legen s in n gleiche Teile, ziehen die Sehnen von s und die n Lote 
auf s (oder Kreisradien) in den Teilpunkten, u und v werden da- 
bei in je n gleiche Teile zerlegt, und es entstehen dabei n Paare 

von Teilfiguren (1+2, 
1 '-f 2', • • •). Diese legen 
wir jetzt „Kopf gegen 
Fuß" aneinander (Fig. 2). 
Dabei wird aus dem ge- 
brochenen Sehnenzug von 
Fig. 1 ein einziges Groß- 
kreisstück, dessen Länge 
der Sehnensumme gleich ist. Die Summe u + v kehrt in Fig. 2 
wieder; ist im besonderen n eine gerade Zahl, so hat in Fig. 2 so- 
wohl der obere wie der untere Rand die Länge 

\ ('« + »)• 

Gehen wir jetzt zur Grenze (n = oc) über, so erhält die Mittel- 
linie in Fig. 2 die Länge s y und die gebrochenen, aus Stücken der 
Länge u : w, v : n zusammengesetzten Bänder werden Abstandslinien. 

Hieraus folgt 

u -f- v = 2 s • E (o) . 

Ist s seinerseits ein Abstandslinienstück, das im Abstand 0 über 
dem Großkreisbogen x steht, so kommt 

u 4. v = 2xE{a) E{b) . 

Andrerseits ist in diesem Fall 

u — x • E(a + b) 

v = x • E (o — b) , 

was daraus folgt, daß, wenn b auf o von s aus abgetragen wird 
nach einer bestimmten Seite hin, etwa nach unten, der Ort der End- 
punkte ein Großkreisbogen der Länge x sein soll. 
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Hieraus folgt also: 

(1) E{a + b) + E (a - b) = 2 E{a) E(b) . 

Stellt man dieselbe Betrachtung für den Inhalt auf, so kommt 

(2) J(a + b) + J (a - b) = 2 E{b)J(a) . 

Ist dagegen s ein Kreisbogen mit dem (sphärischen) Radius 
b > a, so gelangen wir zu den Gleichungen: 

(3) O (o + 6) + O (6 - a) - 2 O (6) #(a), 
und 

(4) |(a + 6)-|(t-o)-20 (*>)</■(<*). 

(3) und (4) liefern nichts neues, weil hier, in der Sphärik, ein 
Kreisbogen ja genau dasselbe ist, wie eine Abstandslinie. 
(1) kann sofort gelöst werden, da 

JS(o)- 1, J5(a)^i f JB(*)-o.i* 

so ergibt sich nach Caüchy 1 ) 

(5) -E(a) = cosa. 

Die zweite und die dritte Funktionalgleichung sind zu lösen unter 
den Voraussetzungen 

0-/(o)<J(a)</(£)-i 

o=0(o)<0(a)<o(j)= 1 

und ergeben sofort*) 

(6) J"(o) = sina, 

(7) - 0(a) = sina. 

Die vierte liefert 

• (a) = K — cos« 

und wegen 

3 (o) = 1 

(8) © (a) =» 1 — cos a . 

Die Werte (7) und (8) hätten auch unmittelbar aus den ein- 
fachen Beziehungen abgeleitet werden können, die auf der Kugel 

1) Vgl. Caüchy, Analyse algehrique, Paris 1821, S. 114. Die einzige 
Voraussetzung bei der Auflösung dieser Funktionalgleichung ist, daß 
E eine stetige Funktion sein soll. 

2) Auch hier ist bei der Auflösung angenommen, daß die 
sein sollen. 
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zwischen E und O einerseits, zwischen J und © andrerseits be- 
stehen. Wir haben aber davon keinen Gebrauch gemacht, weil dann 
das Schlußverfahren, wie wir weiter unten sehen werden, ohne 
weiteres auf die hyperbolische Geometrie übertragbar ist. 

— ■ 

HyperboliscJie Geometrie. 

In der hyperbolischen Geometrie ergeben sich genau dieselben 
Funktionalgleichungen 1 — 4; sie beruhen nur auf Kongruenzsätzen 
und auf den Prinzipien 3 und 4 des § 1, Prinzipien, die auch auf 
die hier vom Kreis wesentlich verschiedene Abstandslinie ohne 
weiteres übertragbar sind. 

(Dieselben Funktionalgleichungen würden ja auch in der eukli- 
dischen Geometrie gelten.) 1 ) 

Die Lösungen lauten aber hier anders. 

Wegen 

wird 8 ) 

E(a) - } (e 4 « + ) = chka , 
oder, bei geeigneter Waid der Längeneinheit, 
(5*) J:(a) = eha. 

Die Funktion algloichungen (2) und (3) ergeben sodann: 
(6') J{a)-C x &a, 

(7*) 0(«) = C f sha; 

und aus (4) folgt 

©(«) = C,C 3 (cha - Ä), 

oder, wegen 

O(o) = o 

(8') ©(«)- CiC t (ch« - 1). 

Bestimmung der Konstanten C x und C t . Die genaue Bestim- 
mung der Konstanten C x und C t ist an dieser Stelle noch nicht 
möglich, sie ist aber, wie sich späterhin zeigen wird, für die Auf- 
stellung der trigonometrischen Formeln auch nicht nötig. Wohl aber 
kann und muß gezeigt werden, wie sie mit der früher erwähnten 
Konstanten 

C = limes 

fl = 0 - — o 
2 

0 Vgl. § 5. 2) Cai chy, a. a. 0. S. 121. 
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zusammenhängen, welche dem Verhältnis von Grenzkreisbogen und 
zugehörigem Grenzkreissektor gleich ist. 

Halten wir die Endpunkte eines Kreisbogens fest und lassen 
den Radius (r) unbegrenzt zunehmen, den Zentriwinkel <p also un- 
begrenzt abnehmen, so nähert sich das Verhältnis von Bogen und 
Sektor 

qp • C (r) 
tp . © (r) ' 

da der Kreis in einen Grenzkreis Übergeht, dabei dem Wert C 
also folgt 

s. C. • shr 1 

C = hmes n - n • . , , = ?r . 

^C, ehr— ij C\ 

oder 

C 2 bestimmt sich auf einem andern, nicht so einfachen Weg, 
nämlich durch Feststellung des Grenzwerts von E (a) : O (a) 
rar a = 00 . ; 

Wir benutzen dabei die Zuordnung des recht- 
winkligen Dreiecks und des dreirechtwinkligen Vier- 
ecks, 1 ) doch sei ausdrücklich hervorgehoben, daß dies 
an dieser Stelle noch nicht unbedingt erforderlich ist; 
nur würde ohne diese Hilfsmittel eine strenge Durch- 
führung viel mehr Raum beanspruchen. 

Den Ausgangspunkt bildet die folgende Figur 
(Fig. 3), welche bekanntlich die Parallelenkonstruk- 
tion ergibt. 

Weitere Erläuterungen sind dazu nicht nötig, es 
genügt die Beschreibung: ABC ist das gegebene rechtwinklige 
Dreieck, CDEB das zugehörige dreirechtwinklige Viereck, das bei 
D den spitzen Winkel 

ß - "(>>) 

hat Zwei Seiten, nämlich DE = c und CB = a stimmen mit 
zwei Seiten des gegebenen Dreiecks überein, und es ist CD = /, wo 

17(9-1, 

endlich 

n (,»-)= " -p, 

so daß ED und BA parallel sind. 




1} Math. Annahm, Band 61, S. 1850*. Vgl. unten S. 303, Z. 10—13. 
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Um B als Mittelpunkt wird jetzt der Kreis mit dem Radius c 
konstruiert; der Kreisbogen von A bis zur Verlängerung von BC 
(in der Figur nicht eingezeichnet) hat dann die Lange 

Ebenso denken wir uns über BE = m als Grundlinie die 
(durch D gehende) Abstandslinie im Abstand c konstruiert und bis 
zum Schnitt mit der Verlängerung von BC gezogen; die Länge ist 

m • E(c). 

Jetzt halten wir C und D fest, lassen aber B weiter und 
weiter hinausrücken und konstruieren in jeder Lage den zugehörigen 
Punkt J2, indem wir in B auf g das Lot errichten und hierauf von 
D das Lot fallen; auch konstruieren wir für jede Lage von B den 
Punkt Ä. 

Was wird die Grenze sein? Wenn a — CB über alle Grenzen 
wächst, dann wird, wegen p = o auch 

m =- o , 

daher 

DE || CB, also geht 
<C CDE = ß 

über in 

JI(0-A, 

es wird also 

und es rückt .4 an die Stelle D. (Man kann diesen Ubergang, der 
hier quantitativ gegeben ist, dies sei nochmals hervorgehoben, auoh 
ohne die Zuordnung ausführen, doch wären dann umständlichere 
Beweise mit Hülfe von Ungleichheiten notwendig.) 

Also verwandelt sich sowohl AB wie DE in die (in der 
Figur nach unten gerichtete) Parallele zu g durch D. Kreisbogen 
sowohl wie Bogen der Abstandslinie gehen über in den Grenzkreis- 
bogen durch D, der auf der andern Seite von g begrenzt wird und 
g als Achse hat. 

Also wird 

m E{v) 
limes i 

/l O'C; 

oder 

limes = limes • 
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i. O (c) „ shc 
1111168 K(^"^ UmeS cht = C * 

auf der andern Seite, der Definition nach (vgl. oben S. 293) 
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VI 



also 



Ihnes = C , 

(7 S = G\ 



Hiernach nehmen die Formeln (6') bis (8*) die genauere Ge- 
stalt an: 



(7") 
(8-) 



0(«) — Csha ? 
© (a) — eh« — 1 . 



§ 3- Der Kosinissatz im rechtwinkligen Dreieck. 

Sphärik. 

Lassen wir auf der Kugel ein rechtwinkliges sphärisches Drei- 
eck ABC (Winkel a, /?, y Katheten o (gegenüber -ä), 6 (gegen- 
über 2?), Hypotenuse c) um die Ecke 2? rotieren, so daß 

^CBD*-l£ABE = <p ist, 

so beschreibt dabei die Hypotenuse den Sektor 
S =» (jp • © (c) . 

Nimmt man (vgl. Fig. 4) von dem Sektor 
das Dreieck BDE (das gedrehte Dreieck) 
fort, und fugt BCA hinzu, so ergibt sich 

<p ■ ®(c) = <p • 0(0) -f X, 

wo X der schraffierte Flächeninhalt ist. 

Um X zu bestimmen, denken wir uns den Kreisbogen CD in 
n gleiche Teile CC X , C x C 2 • • • C n - 1 D zerlegt, ferner in C x (7 2 • • • C n _ 1 
noch die den inneren Kreis tangierenden Groß kr eise gezogen und 
mit dem äußeren Kreis zum Schnitt gebracht {A x , A% • • • A H -i). 
Die Schnittpunkte aufeinanderfolgender Tangenten CA und C x A li 
C l A 1 und C^A^ usw. bezeichnen wir mit T x , T t • • • T n1 die Winkel 
mit Jt, also 

«fc A I X A X = «fc ^ A = • • • = <fc A n . l T n E - z/r . 




Fig. 4- 
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Dann ist der Inhalt jeder der Teilfiguren A T x A t usw. an- 
genähert 

Ax • © (6) . 

Die folgende Formel, in der wir durch das geschwungene 
Gleichheitszeichen — andeuten, daß sie für endliches n nur ange- 
nähert gilt 

X =t n • Ax • 

wird dann exakt. 

Auf der andern Seite hat jedes der Vierecke 

B C Tj C 4 = B Cj 2 ^ C 2 ■= • • • = B C H _ i T H _ i D 

den Inhalt 

und der Inhalt des Sektors C2?D ist angenähert, im Grenzfall 
( w = oo ) gleich der Inhaltsumme der Vierecke, also 

9> • © (a) q> — n • Ax . 

Für w — oo folgt 

X— 9- !©(&) — •(«)©(*)} i 
und daher, wegen 

<p . 0( c ) = <p . @( a ) + X, 

(1) O (c) «= Q (a) -f © (6) — @ (a) • © (o) 
und nach 7 in § 2 

(2) cos c — cos a • cos b . 

(Aus dem sphärischen Raum hätte diese Formel viel einfacher 
abgeleitet werden können. Wenn man in diesem Baum das recht- 
winklige Dreieck so bewegt, daß B eine Gerade beschreibt, a aber 
immer senkrecht zur Bahn von B und in derselben Ebene bleibt, 
desgleichen die Ebene des Dreiecks immer zur Bahn von B senk- 
recht ist, so wird, wenn B den Weg s zurückgelegt hat, der Weg 
von C sein 

und der Weg von A 

s a = s-E(c). 

s a läßt sich noch anders berechnen 5 da CA auf der Bahnebene 
von C immer senkrecht steht, ist 

s a = s c -E(b) = sE(a)E(b), 



Digitized by Google 



BEGRi'Nl)UN<; DKR HPHAHI8( hen Trhionometrik rsw 



301 



daher wird 

E(c) = E(a)E(b), 

woraus wieder die Formel (2) folgt. Doch setzt diese Ableitung 
den sphärischen Raum voraus, während dagegen (1) ohne diese 
Annahme gefunden ist und für die Kugel schlechtweg gilt) 

Hyperbolische Geometrie. 

Es ist genau so zu verfahren, wie in der Sphärik, nur treten 
an Stelle der Großkreisbogen gerade Linien und muß berücksich- 
tigt werden, daß der Inhalt dem Defekt gleich ist, nicht dem Exzeß, 
daher wird 

11 w 2 2 v J n> 

daher 

X- 9 •{•(&) + •(«)•(*)) 

also 

(O ©(c) - ©(a) -f ©(6) + ©(a)®(6) 

und nach § 2 (8") 

(2^ chc = chach&. 

(Durch dieselbe kinematische Betrachtung wie oben, natürlich im 
hyperbolischen Raum, käme man auf 

E(c) = E(a)E(b), 

was auch auf (2') führt) 

§ 4 Die Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks. 

Sphärik. 

Der Kosinussatz reicht aus, um die ganze Trigonometrie des 
sphärischen rechtwinkligen Dreiecks und damit auch die sphärische 
Trigonometrie überhaupt abzuleiten. 

Uro diese Tragweite des Kosinussatzes zu zeigen, müssen wir 
uns einer Zuordnung rechtwinkliger Dreiecke bedienen, die von 
HE88ENBERG 1 ) (wie Hen* Hessenberg mir mitteilte, nach einem 
älteren Vorbild) bei der Darstellung der Napier sehen Regel be- 
nützt worden ist. 

Der Satz kann kurz so ausgesprochen werden, wenn wir die 
Abkürzung brauchen, allgemein 

1) ü. Hkssenbrro , Ebene und sphärische Trigonometrie (Samm- 
lung Göschen). Leipzig 1904, S. 113— 115. 
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a = a 

2 




zu setzen: 

Es seien a, &, c die Seiten eines rechtwinkligen sphärischen 
Dreiecks, er, ß, y die ihnen gegenüberliegenden Winkel, dann exi- 
stiert ein gewisses sphärisches Fünfeck mit den Seiten 

cb' ßad 

r b (vgl. Fig. 5) und weiter vier rechtwinklige Dreiecke 
mit folgenden Bestimmungsstücken: Als Hypotenuse 
kann eine beliebige Seite des Fünfecks (z. B. o') 
genommen w erden, als Katheten die Komplemente 
der anliegenden Seiten (z. B. a und c'), die gegenüberliegenden 
Winkel sind dann die anliegenden Fünfeckseiten (ß gegenüber 
b' gegenüber c im neuen Dreieck). 
Aus 

( 1) cos c = cos a • cos b 
folgt dann z. B. 

cos a = sin a • sin c (= cos a • cos c) 

oder 

(2) sina — sina • sine. 

Diese beiden Formeln reichen, wie man sich leicht überzeugt, 
vollständig aus, um alle übrigen für das rechtwinklige Dreieck ab- 
zuleiten, und aus ihnen folgen in bekannter Weise die für das 
schiefwinklige Dreieck. 

Hiermit ist also die Ableitung der sphäriseften Trigonometrie 
erledigt. 

Hyperbölisclie Geometrie. 

Nicht ganz so einfach werden die Entwicklungen in der hyper- 
bolischen Geometrie, doch beruhen sie auf einem durchaus ent- 
sprechenden Grundgedanken. 

Es gilt der Satz: 

Sind a, 6, c die Seiten eines gegebenen rechtwinkligen Drei- 
ecks mit den Winkeln X = 11(1) gegenüber a, ft = n(m) gegen- 
über b, j gegenüber c, so können aus diesen fünf Elementen vier 

weitere rechtwinklige Dreiecke gebildet werden, und zwar in fol- 
gender Weise: Man bilde den Zyklus (Fig. 6) aus c, /, a, b\ m. 
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Ein beliebiges Element (z. B. m) kann als Hypotenuse ge- 
nommen werden, die Komplementärstrecken (z. B. a und t) der 
gegenüberliegenden Elemente als Katheten, und die im Zyklus an- 
liegenden Elemente (b r und c) sind dann die Lote, y 

deren zugehörige Parallelwinkel (j^ — ß und yj 

diesen Katheten im neuen Dreieck gegenüber- 
liegen. 1 ) 

Die Existenz dieses Zyklus ergibt sich aus 
dem folgenden, für uns gleichfalls wichtigen Satz : x 

Zu jedem rechtwinkligen Dreieck a, b t c; Fig. 6 

l, fi existiert ein zugeordnetes dreirechtwinkliges Viereck mit den 
8eiten c, m\ a und l. Der einzige von einem Rechten verschiedene 
Winkel in diesem Viereck ist gleich ß und liegt zwischen c und /.*) 

Zur Ableitung der hyperbolischen Trigonometrie reicht hier die 
Formel 

(i*) chc = chachb 

und die aus ihr folgenden nicht aus, weil wir ja die Beziehung 
zwischen den hyperbolischen Funktionen komplementärer Strecken 
noch nicht kennen. 

Man muß vielmehr eine ähnliche Überlegung wie in § 3 noch- 
mals anstellen, indem man nämlich das dreirechtwinklige Viereck 
etwa so verschiebt, daß a eine Gerade beschreibt, die Verlängerung 
von o, und zwar soll die Verschiebungsstrecke s sein. (In Fig. 3 
ist also das ganze Viereck längs der Geraden g um die Strecke s 
zu verschieben.) 

Der Scheitel D des spitzen Winkels ß beschreibt dabei eine 
Abstandslinie, und das von ihm auf a gefällte Lot l die Fläche 

S'J{1). 

Diese Fläche ist aber auch gleich der von m beschriebenen, 
vermehrt um die von c beschriebene (7); also 

5- J(f) = s.J(m')+ Y. 

Y wird genau so berechnet wie oben X, und zwar folgt 

r-«-/(»')-o(c), 
JQ) = /(«0 [1 +«(«)] - 

1) Math. Annalen, Band 61, S. 191. 

2) Math. Annalen, Band 61, S. 189. (Vgl. oben, S. 297, Fig. 3). 

Math.-pby«. Klasse 1908. Bd. LX. 23 
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oder, nach § 2, (8") und (6"): 

shf — shm' • che, 

woraus wegen des Zyklus vier weitere Formeln folgen. 
Der Zyklus ergibt z. B. die Formel 

(3) shc = sha • chf, 
und aus (1) und (3) nebst 

shc «=» bhb chw 

folgt leicht 

(4) che — sh/sh m . 

Die Formeln (1'), (3) und (4) genügen durchaus; z. B. ergibt 
sich aus ihnen auch die Beziehung zwischen den hyperbolischen 
Funktionen komplementärer Strecken. Lassen wir im rechtwinkligen 
Dreieck c gleich Null werden, so wird bekanntlich 1 ) 

also 

m = 

und die letzte Formel gibt dann 

ch o — 1 = sh / • sh t y 

oder 

(5) shr = ßfr 

wodurch der Zusammenhang zwischen l und X gefunden ist. 1 ) 

§ 5. Übertragung auf die euklidische Geometrie. 

Zum Schluß wollen wir noch die ganze Betrachtung auf die 
euklidische Geometrie übertragen, wo sich natürlich an Stelle der 
Formel: 

© (c) = O (a) + Q (b) ± © (a) © (b) 

der Pythagoreische Lehrsatz, die Quelle der gewöhnlichen ebenen 
Trigonometrie einstellen muß. Daß dies wirklich der Fall ist, mag 
noch in aller Kürze gezeigt werden. 



1) Mit c zugleich werden auch a und b Null, daher die Winkel- 
gumme zwei Rechten gleich. 

2) Vgl. diese Berichte 1907, S. 192. — Es fehlt hier noch die 
Einführung der Winkel in die hyperbolische Trigonometrie, welche aber 
a. a. 0. S. 199 fr. in doppelter Weise bereite ausgeführt ißt. 
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Die Funktionalgleichungen i — 4 des § 2 gelten auch hier, 
doch ist von vornherein 

E(a)= 1, 

weil die Ahstandslinie eine (zur Grundlinie parallele) Gerade und 
dem Grundlinienstück gleich ist. 

Die Funktionalgleichungen (2), (3) und (4) geben dann sofort 

/ (a) -= C x • a , 

0 0)= C, a, 

übertragt man ferner die Konstruktionen des § 3 und bedenkt, 
daö der Winkel zweier Tangenten gleich dem Winkel der Normalen 
ist, so kommt durch dieselben Betrachtung 

©(c) ==©(«) + ©(&), 

oder 

c* = a' + b* . 



Es ist bei dieser neue'n Ableitung der Sphärik und der hyper- 
bolischen Geometrie im Gegensatz zu den neueren Arbeiten von 
Hilbert, Hessexberg und andern der Begriff des Flächeninhalts 
nicht ausgeschaltet worden, sondern geradezu mit an die Spitze ge- 
stellt. Dabei wird dann der ganze Gedankengang so einfach und 
durchsichtig, auf Grund der allgemeinen Funktionalgleichungen 
(1) bis (4) des § 2, daß diese Ableitung vielleicht doch noch einiges 
Interesse beanspruchen darf. 



Druckfertig erklärt 31. 1. 1909.] 
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Parameterdarstellung der Raumkurven 
vierter Ordnung. 

Von 
J. Thomae. 

Die Darstellung der Raumkurven vierter Ordnung erster Spezies 
ohne Doppelpunkt mittels elliptischer Funktionen ist seit lange er- 
bracht. Ich selbst habe unter dem Gesichtspunkte, daß die algebra- 
ische Darstellung keine andere Irrationalität enthalten soll, als die 
Determinante des zur Kurve gehörenden Flfichenbüschels, in den Be- 
richten vom Jahre 1904 diesen Gegenstand behandelt. Dort sind 
auch die mir bekannt gewordenen früheren Darstellungen angefahrt. 
Im folgenden will ich die Frage der Parameterdarstellung unter 
einem anderen Gesichtspunkte diskutieren. Die Kurven sollen durch 
elliptische Funktionen mit reellen Moduln, die kleiner als Eins sind, 
und reellen Argumenten möglichst einfach dargestellt werden. Sie 
zerfallen in drei Typen, je nachdem das zur Kurve gehörende Polar- 
tetraeder nur reelle Ecken hat, Typus I, oder nur imaginäre Ecken, 
Typus II, oder ein Paar reeller und ein Paar imaginärer Ecken, 
Typus III. Die Kurven vom Typus I sind der sphärischen Ellipse 
kollinear, für sie ist die aufgestellte Forderung in allbekannter Weise 
erfüllt. Man setzt einfach die Koordinaten den vier Jacobi sehen 
Thetafunktionen, oder was dasselbe ist, den Weierstrass sehen 
Sigmafunktioncn, proportional. Da ich hier für alle Fälle einfache 
Repräsentationen durch reelle elliptische Funktionen geben will, so 
darf auch dieser, sozusagen triviale Fall nicht fehlen, zumal eine 
neue Form hinzugefügt werden kann. 

In ganz allgemeinen Untersuchungen, in denen es auf Realität« - 
Verhältnisse nicht ankommt, mag man auch bei den Typen II und HI 
dieselbe Form der Darstellung wählen. In der Tat ist eine Unter- 
suchung über die Konfiguration der Wendepunkte und Wendeberühr- 
ebenen von Herrn Lange in Schlömilchs Zeitschrift, Jahrgang 29, 
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in dieser Weise durchgeführt. Da aber bei dieser Grundlage in den 
Fallen II und III die elliptischen Funktionen komplex sind, so ist 
die Untersuchung der Realitätsverhältnisse in dieser Form schwierig, 
numerische Rechnungen aber sind nicht durchführbar. Deshalb 
scheint der von mir für die Parameterdarstellung aufgestellte Ge- 
sichtspunkt nicht ohne Bedeutung. 

Sollte schon von andrer, mir nicht bekannter Seite in dem- 
selben Sinne gearbeitet worden sein, so möchte auch dann noch die 
Zusammenstellung der hierher gehörigen Formeln nicht unerwünscht 
sein. Die hier verwendete Bezeichnung ist die in meiner „Samm- 
lung von Formeln und Sätzen aus dem Gebiete der elliptischen 
Funktionen" (B. G. Teubner, Leipzig 1905) gegebene. Ich werde 
diese Sammlung mit (F.-S.) und der betreffenden Nummer zitieren. 

Kmrven vom Typus I. 

§ 1. Die Kurven vom Typus I sind, wie schon gesagt, der 
sphärischen Ellipse kollinear. Sie ist der Schnitt der beiden Flachen 

(2) <? 1 x J + tf 2 y l +ö 3 / , =-o. 

Soll der Kegel (2) und damit die Kurve reell sein, so muß eine der 
Größen a negativ sein. Wir nehmen 

<*, < o < a % < a 8 

an. Ist x 0 y Q z 0 ein Punkt der Kurve, so kann man die Gleichungen 
(1) und (2) durch die Gleichungen 

ersetzen, aus denen folgt: 

wo — Xt ein Proportionalitätsfaktor und <s M9 = 6^— <*,. ist. Den 
Punkt x 0 y Q e 0 wählen wir in der xz- Ebene. Dann ist 

Der Punkt ist reell. Die Koordinaten der Kurve sind bei diesen 
Annahmen: 

(4; .-*y,-»$A, 
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Setzen wir 
so erhalten wir 

( 5 ) «-^I y-A]/-^»'. 

(6) A; 2 ■= 



'»1 



"St 
«3 



Die beiden Faktoren von fr* sind kleiner als Eins, so daß 

o<*< 1 

ist, was für die Beurteilung der Realitätsverhaltnisse und für nume- 
rische Berechnungen bequem ist. Es ist noch 

(7) k * ™ 1 — A"* = tfjtfgi : ^3^1 • 

Hieraus geht man zur Darstellung durch elliptische Funktionen 
über, wenn man setzt: 

(8) t — $a*u, mod. k. 

wodurch man die Fonneln gewinnt: 

x — c^dauy ff = Cj^au, r = c,caw, 

(9) 

§ 2. Damit ist die Parameterdarstellung der Raumkurve durch 
elliptische Funktionen in völlig reeller Form erbracht. Es mag 
aber noch wünschenswert erscheinen, Formeln aufzustellen, in denen 
nur eine elliptische Funktion und ihre Ableitung vorkommt. Mau 
gelangt dazu durch eine Transformation zweiter Ordnung von Gai ss 
(F.-S. XXI, 2): 

'1 + k' 



(10) 



sa (m, k) — 



2 so 



er--) 



da («, *) - 



1 4- k' ' 
I +*' + (!— *')*»* ^ « 

■ '+7-. (*-+ *•„,,) ' 

77^(4^-7)' 

1+*'' 
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Ersetzt man {(1 + k')u durch w und f durch k, so erhalt man: 

c, (1 — kta*u) (1 -+- k) 8a H 

X = T+**o , « ' y ~ i+ksa 9 u ' 

Kurven vom Typus IL 

§ 3. Besitzt eine Raumkurve vierter Ordnung ein Polartetraeder 
mit vier lauter imaginären Ecken, so kann man mittels Kollineation 
die eine reelle Kante zur X-Achse, die andere zur unendlich fernen 
Geraden der YZ- Ebene machen und zugleich bewirken, daß die 
beiden Ecken auf der X-Achse zum Koordinatenanfange symmetrisch 
liegen, auf die Punkte X=»±/it fallen, und endlich, daß die beiden 
anderen Ecken auf die absoluten Punkte der YZ- Ebene zu liegen 
kommen. Dann gewinnen die Gleichungen der zugehörigen Kurve 
die Form: 

M* + Zi Y + A^Y-Zif + it g (X + Äf)* + A 4 (X-A0'-o, 
A\(Y + Zi)* + Ä'^Y-Zi)* + J^X + hi)* -f 4(X-/a)*= o, 

wo die <4j , ; il 8 ,^4 4 ; ^,.4,; -4i,-4 4 in den zusammengeschriebenen 
Paaren konjugiert imaginär sind, damit die erzeugenden Flächen 
reelle sind. Durch Kombination dieser mit reellen Konstanten zu 
multiplizierenden Gleichungen kann man einmal in dem Koeffizienten 
von Y -+- Zi den reellen Teil, ein andermal den imaginären Teil 
zum Verschwinden bringen und so zu den beiden die Kurve defi- 
nierenden Gleichungen gelangen: 

(1 2) ,-(r + z%y- ,(y- ziy +f* 1 (x-+- my + H (x - in)* - o, 

(13) ( Y + Zi)* + ( y - z iy + ^'(x 4- /» O 1 + ^ (x - a ;) f - o- 

Setzen wir fCj = a x -f ö 8 t, |te 2 = <$ x — <f s t, «=» o x -f- tfjt, ff', — ö^t, 
so nehmen die Gleichungen nach Unterdrückung des Faktors 2 die 
Gestalt an: 

(12 a) - 2YZ + o^X*-}**) - 2ff,ÄX= o, 

(13a) Y>- Z* + o\(X* - h*) - 2c 9 hX = o. 

Vertauscht man TZ, so ändert sich (12 a) nicht, und (13 a) behält 
seine Form, wenn man mit — 1 multipliziert. Man kann deshalb 
über das Vorzeichen von a. frei verfügen. Ersetzt man Y durch — Y, 
so ändert sich (13a) nicht, (12a) aber gewinnt seine Form wieder, 
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wenn man mit — i multipliziert. Man kann deshalb, ohne die All 
gemeinheit zu beschränken, auch über das Vorzeichen von tf, ver- 
fügen. 

Wir werden hier <s x als positiv voraussetzen. 
Eliminiert man aus (12a) und (13a) X* und setzt <r lt «ff,«, 
— 6 % o\, so erhält man die Gleichung: 

(14) 6^* + 26\YZ- a t Z 2 - ihe^X—o. 

Die Größe a ls kann nicht Null sein, weil sonst die Kurve in zwei 
ebene Stücke zerfiele. Die Gleichung (14) und die Gleichung (12 a), 
die wir jetzt noch mit (15) numerieren wollen: 

(15) - 2YZ+ ^(X 2 -/, 2 )- 2<r,AX = o 

dienen zur Bestimmung der Kurve. 

§ 4. Die einfachsten Gleichungen der erzeugenden Flächen. 
Wir führen jetzt neue, wieder rechtwinklige Koordinaten ein, indem 
wir setzen: 

JX = ,, Y + qZ = ,/, qY-Z = z, 

(16) |r-4- iS (f' + f). J-i^for-*). 

wo 

und q positiv ist, weil a l positiv angenommen wurde. Dadurch 
fließen aus (14) und (15) die Gleichungen: 

(17a) **pz - 2Äö ls x = o, 

( 1 8 a ) (7 ^r q y (<I z + v)( z ~~ QV) + c l {x i — h t )— 2cf,Äa;=»o, 
oder wenn wir 2 qc n : o i durch a ersetzen und m tfj ^ ÖJ 

einrechnen, wodurch das Vorzeichen von o t nicht geändert wird: 

(17) yz — Aö£c = o, 

(18) (gz + y)0 — gy) -f (j,(x*— A 2 ) — 2<j f Ax = O. 

Multipliziert man (17) mit 1 — q* und zieht dann die Gleichung 
von (18) ab, so folgt: 

(19) ^(^_y*) + tfl (x>-/i*)-2( tf8 - l --*-a)hz = o. 

Wir nehmen a als positiv an, was nötigenfalls dadurch erreicht 
werden kann, daß man — x fiär x schreibt, und ersetzen y durch 
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g durch )/<fr, dann dividieren wir (ig) durch die positive Größe qa 
und schreiben wieder <f, für c x : qo, ö 2 für (c t — — q*)o) : qa. 
Dadurch erhalten wir für die Kurve, der alle Kurven vom Typus II 
kollinear sind, die Gleichungen: 

(20) yz = hx, 

(21) z* — y* + 6 l (x i — Ä 2 ) — 2a t hx — o, 

die wir als die schließlichen annehmen und an die wir die weiteren 
Untersuchungen knüpfen. Bei allen Transformationen und Bezeich- 
nungsanderungen ist o l positiv geblieben. Die Anzahl der willkür- 
lichen Parameter ist wie bei der sphärischen Ellipse drei. Es em- 
pfiehlt sich nicht, h = 1 anzunehmen, was noch zulässig wäre, weil 
dadurch die Homogenität in den Linien verloren ginge. 

Für y =» o ist x = o, z = ± Äj/ffj ; das sind zwei reelle Punkte. 

Für z = o, x = o folgt y = ± ihYa^ das sind zwei imaginäre 
Punkte. Zu y «= o gehören noch zwei unendlich ferne Punkte. Für 
sie ist z* -f- GjX* =» o, sie sind imaginär. Zu z — o gehören auch 
zwei unendlich ferne Punkte. Für sie ist y % — a t x* =- o, sie sind reell. 

§5. Vorbereitung zur Einführung eines Parameters. Eliminiert 
man x aus (20) und (21), so folgt: 

{12) o - - y» + % l l - - 2 

_ »^ + 1^ +*>)(,, _ *•(«.- p+iO), 

oder wenn man nach Potenzen von z ordnet und y durch */* ersetzt, 
wo X ein veränderlicher Parameter ist: 

(23) + tfjX*) — 2zXhc 3 —h i (a i + A*) = o, 

und durch Auflösung nach *: 

^24; f — 

Der Ausdruck unter der Wurzel, nach Potenzen von X geordnet, ist: 

(2 5) *! + (! 

Die Diskriminante dieser Form 

(26) (1 + oj + - 40? - W + (*i - D")M + ('1 + ')*) 

ist positiv. Der Ausdruck (2 5), gleich Null gesetzt, hat deshalb für 
X* zwei reelle Wurzeln mit negativem Zeichen, weil ihre Summe 
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negativ, ihr Produkt positiv ist. Für l aber ergeben sieb zwei 
Paare (rein) imaginärer Wurzeln. Für reelle X. ist deshalb z stets 
reell. Die Kurve ist zweizügig, verschiedenen Vorzeichen der Wunel 
(in (24)) entsprechen Punkte der verschiedenen getrennten Zweige. 
Die Ebene y — hX trifft die Kurve in je einem Punkte des einen 
und des andern Zuges. Nach dem Prinzip der Kontinuität folgert 
man hieraus leicht, daß jede Ebene mit jedem Zweige eine ungerade 
Anzahl von Punkten gemein hat, jeden Zweig also mindestens ein- 
mal trifft, daß die Züge unpaar sind. 

Aus der zweiten Form der Gleichung (22) folgert man, daß 
die durch sie dargestellte Kurve vierter Ordnung durch zwei pro- 
jektive Hyperbelbüschel 



erzeugt werden kann. Die unendlich fernen Punkte der gleichseitigen 
Hyperbeln sind Doppelpunkte der Kurve. 

Bezieht man die Raumkurve auf die (imaginären) Ebenen ihres 
Polartetraeders, so erhält man die beiden Gleichungen: 



(* + y •)* + (* - y *)' + (* t + *, 0 (* + ä + K - 0 (x - k iy - 0, 

- i(g + y i) s + i(z- yiY + i(x + A <)» - 1 (r - h i)» = o . 



§ 6. Einführung eines Parameters. Bezeichnen wir den Aus 
druck unter (26) mit i), so ist 



(27a) + l\i + a* + a\) + a.k* - ^(1 + + 



(27) + + *! + «!) + M 4 




und wenn wir mitteis der Beziehung 




einen neuen laufenden Parameter einführen: 



wo 



1 -fff » 4- «f — V# 



1 -f a\ -f «j1 + ]//) 
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positiv und kleiner als Eins ist. Wir notieren die Beziehungen: 

4«? 



( 2 9) 



2 6, 



k' 2 6. 



i+c\ + *\ + YD y 



, 1 1 + *5 + «f 1 _ ,< Vi> 

«^ f -(l + < + «J)*' + *-o, 

Man könnte tf, oder a 8 entfernen, durch fr' ausdrücken, was 
aber nicht vorteilhaft erscheint. 

Nun lassen sich x, y, e durch den Parameter t wie folgt aus- 
drücken : 



(30) 



x , _ hVk . t ^t+vn^+tpa+m . 

1 ~f~ <Xj Ar t 



Ein besonders einfacher Fall ist der, in dem ff, — o ist, in 
welchem das Hyperboloid (21) seinen Mittelpunkt im Koordinaten - 

anfange hat. Dann ist D =■ (tf, — 1 ) J und Yd ==» ^ — 1 , wenn 

ff, > 1 ist, j/l) = 1 — (Fj, wenn tfj < 1 ist. Es ergibt sich im Falle 

> 1: 

Im Falle <J l < 1 ergibt sich : 

k'=<s x . 

Nehmen wir a, — o, <j, < 1, so ergeben sich die Kurven- 



(30 



jr-AV^/, * j-p-^ , 
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Probe. 

«* - / - ( , + *.^,(' + o + + •?<•- <•(• + W) 

§ 7. Darstellung der Koordinaten durch elliptische Funktionen, 
Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück und setzen (F.-8. XIV, 4) 



* = J/i - = ]/ ., 

als Modul annehmend 

so ergeben sich die Gleichungen 

^ r * I -{- <Fj * tya'u ' 

* , hl/P //m« tf » V^tgau + V6 x tgau 
x~hyk tgau 



(32) 



1 +<r,Ä:'<</a s u 

Die Koordinaten sind damit durch eine elliptische Funktion und 
deren Ableitung in reeller Form dargestellt. Die {Funktionen tgau % 
tgau haben die (Jacobischen) Perioden 

2JT, 4*1T, 

ihre Unendlichkeitsstellen liegen bei 

u = K, u=K+ziK'. 

Es ist deshalb 

tga(2iK' — u) = tgau, tga(2iK' + «)=- tgau, 

tga\2iK' — u) = tga (liK! -\- u) = — tga' u . 

Wir unterrichten uns noch über die Größen Verhältnisse der in den 
Nennern auftretenden Größe a x k' , und der Größe <f t : k\ wo immer 
positiv ist. Der Ausdruck 

= 2<f}:(i + 0* + o| + 1^) 
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hat für (J f = o, wenn <j t > i ist, den Wert Eins. Er nimmt mit 
wachsendem <t f ab, also ist: 

(33) *'<* t *'<i; %>i- 
Der Ausdruck 

£ Ä , + + -V- 0 „ _ _ i 

tf i 2ff ? *" 1 + 0} + «1 -f ]//> 

ist für <j 2 = o gleich Eins, wenn a x < i ist. Er nimmt ab, wenn 
c, wächst, also ist 

f.' 

(34) *' < < 1 ; ff t < 1 . 

§ 8. Die Summe der Argumentwerte der Kurvenpunkte in 
einer Ebene. Der Ausdruck 

<p(u) -Ax + By + Cz + D, 

in dem AB CD Konstanten sind, ist eine doppeltperiodische Funktion 
vierter Ordnung mit den Perioden 2 IT, $iK*. Es wird zunächst 
x und y an den beiden Stellen unendlich groß, in denen tgau 
unendlich groß wird; also in den Punkten 

K, K+2iK'. 

Verschwindet in einem der beiden Bestandteile £, x von <p(u) der 
Nenner i + <s t k' tga* w, etwa für u = ir, so verschwindet er auch 
noch an den Stellen — ir, w -f- 2iK*, — «? -j- 2iK\ aber nur an 
zwei dieser Stellen werden z und x unendlich groß, in den beiden 
andern verschwindet zugleich der Zähler und £, x bleiben endlich. 
Verschwindet in z der Zähler, verschwindet also 

<f 2 V'h 'tgau -f tga' u 

und mit ihm der Nenner i -f a 1 }r / k i tga i u für u — — tr, so ver- 
schwindet der Zähler für « = ff nicht, denn nur tyau wechselt 
sein Zeichen, tga'u bleibt ungeändert. Für u = tc -J- 2 *-K' 
wechseln beide Bestandteile des Zählers ihre Zeichen, i und x 
werden dort unendlich groß. An der Stelle — w -\- 2iK' bleibt er 
endlich. Die Summe der Argumentwerte u n t/, , «j, u 4 für die 
9(1*) unendlich groß wird ist demnach: 

«, + + « 8 + « 4 = 2 «>, 

und Argumentwerte, die diese Kongruenz befriedigen, liefern Punkte 
in einer Ebene. 



Digitized by Google 



316 J. Thomak: 

Von w läßt sich wenigstens der imaginäre Teil allgemein be- 
stimmen. Ist <r t > i so setzen wir 

w - v + iE 9 

und erhalten (F.-S. X 14) 

und wenn man dies gleich Null setzt, 

Da aber nach (33) yi^k' zwischen k' und 1 liegt, so wird die 
Gleichung durch ein reelles v befriedigt, etwa für v — v 0 . 
Ist tfj < 1 , so setzen wir 

10 - 0 + K + *JT 
und erhalten (F.-S. X 15) 

1 + ^h'tguhv = 1 - *Ua s t>, <toi> =]/*- • 

Da aber nach (34) Yo^k' zwischen Ar' und 1 liegt, so wird auch 
diese Gleichung durch ein reelles v befriedigt. Schreiben wir v 0 
für v + if, so wird in allen Fällen: 

2 ir = 2 v Q + 2 iK'. 

Die Summe der Argumentwerte m 1 m 8 m 5 m 4 der Punkte einer Ebene 
befriedigt demnach die Kongruenz 

(35) «1 + + w 3 + w 4 = 2 v 0 + 2tX\ 

wo v 0 eine reelle Größe ist. 

In dem speziellen Falle <s % = o, o t > 1 ist rfov 0 — t> 0 =*2T. 
Ist aber <jj < 1, so ist dav —1,0 — 0, und da in diesem Falle 
v 0 = 0 -h iT ist, so ist auch hier v 0 — 2T, und wir haben in diesen 
speziellen Fällen: 

M l + + M 8 + M 4 = -2iX'. 

§ 9. Nebenbcmcrkung über Wende- und Geschtcisterpunkte. 
Die Argumentwerte der Wendepunkte, in denen 411 = 2v 0 -f 
ist, sind in der Form enthalten: 

2_ + «*• + ik + ^. x . t 

wo A und (i ganze Zahlen sind. Da durch keinen Wert von p der 
imaginäre Teil zum Verschwinden gebracht werden kann, so sind 
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die Wendepunkte sämtlich imaginär. Dies ist auch von vornherein 
zu erkennen, weil beide Züge der Kurve unpaar sind. 

Trifft die Schmiegungsebene eines Punktes u = « die Kurve 
in einem weiteren Punkte w — a', und trifft die Schmiegungsebene 
von a die Kurve wieder in a, so ist 

8a ^ 4*V 

Nennen wir solche Punkte Geschwisterpunkte, so sind ihre Ar- 
gumente in der Form enthalten 

2 ~ 4 ^ 2 

Scheidet man die Wendepunkte aus, so gibt es vierundzwanzig 
Paar solcher Punkte. Die p = o und u = 4 entsprechenden sind reell. 
Es gibt daher, wie schon Harnack bemerkt hat, acht reelle Paare. 
Die Punkte eines Paares liegen auf verschiedenen Zügen der Kurve. 

In einer demnächst erscheinenden Arbeit wird Herr Güntzel 
über die Gruppierung der Geschwisterpunkte für den Fall eines 
reellen Polartetraeders eine Untersuchung ausführen. Ahnliche 
Betrachtungen für den vorliegenden Fall gedenke ich ein andermal 
anzustellen. 

In dem speziellen Falle c t = o sind die beiden auf der £-Achse 
gelegenen Punkte (a — O, 2\K") reelle Geschwisterpunkte. 

§ 10. Andere Form der Koordinatendar Stellung. Will man 
lieber die Koordinaten durch sau, cau, dau ausdrücken, so beachte 
man, daß 

Igau = sau : cau, tga'u — dau : ca i u 
ist. Dadurch erhält man die Formen: 



(36) 



hyk'sau a s yk'sa uca u -\- |/<r, dau 

y 55=1 % z — h — — — — » 

17 cau 1 — (1 — <x,A- )sa*u 

1h \/k ' sä u (<y, yk ' sa ucau -f \/a ~ da u ) 
cau 1 — (1 — a~k')8a*u 



Diese Ausdrücke vereinfachen sich sehr, wenn a 2 = o ist. 
Nehmen wir noch <s l > 1 an, so daß k' =» 1 : o t wird, so findet 
man in diesem speziellen Falle: 

z , x hYk'sau h . Ii sau dau 

(36a)y = - J , z = dau, x — 

v 7 9 cau cau 
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Probe: 

h-dausau , 

yz = — — — = hx, 

o „ /»* (i — * s «a'u- i — «a*u — (i — k*)8a*u) 

m»m 44"* _ * ' * 

= (i — 2sa*u -f k*sa*u) : ca*u, 



1 A ca*t* 



Kurven vom Typus III. 

§n. Einsügige Kurven. Sind von den Ecken des Polar- 
tetraeders zwei reell und zwei imaginär, so können wir durch 
Kollineation die beiden reellen Seitenflächen des Tetraeders zur 
xy- und xz-Ebene machen und als reelle Ecken die unendlich 
fernen Punkte der y- und z- Achse annehmen. Die beiden imagi- 
nären Ecken aber können wir auf die Punkte x = Hh /it, y = o, 
z = o werfen. Dadurch gewinnen die Gleichungen der die Kurve 
erzeugenden Flächen zweiten Grades die Formen 

A x y* + At* + A 9 (x + Inf + Ä A (x - hif = o, 
W) A[y* + Aiz* + Ai(x + hi) + Ai{x - hi)* = o, 

wo A l A t A' l At reell, A z A t und A' Z A\ konjugiert imaginär sein 
müssen, damit die Flächen reelle sind. Entfernt man durch Kom- 
bination der beiden Gleichungen (37) einmal z\ ein andermal y*, 
so werden sie durch Gleichungen der Form ersetzt: 

By + b 3 (x + hiy + b,{x - my - o, 
^ 3 ' äiV + s 8 > + hiy + - Ät) 8 - o 

oder nach Division mit B x und 2^ durch Gleichungen der Form 

(39) y* = - ~ ä 2 ) + 2 <TjÄa; = o, 

(40) z* = - - A 8 ) + 2 %hx = o, 

wo die <jj ajjjöj reelle Größen sind. Es können Oj^' nicht gleich- 
zeitig Null sein, denn in diesem Falle würde durch Kombination 
folgen 

9*0* - * 2 <J a - o, 
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die Kurve würde in ebene Zweige zerfallen. Wir wollen c x als von 
Null verschieden annehmen. Dann können wir immer noch über 
das Vorzeichen von 



frei verfügen, weil der Ausdruck sein Zeichen wechselt, wenn mau 
— x für x schreibt. Da also <t x nicht Null ist, so können wir 
(36) in die Form setzen 

(39a) y + 



wo 



(40 



1 2 <y. .1 4- 21/*»^ 
0 — ' , H — — - 



ist. Man kann das Vorzeichen der Wurzel so wählen, daß q nach 
Wunsch positiv oder negativ wird. 

Es lassen sich die Kurvengleichungen dadurch ärmer an Kon- 
stanten machen, daß man y, z bez. durch y\fc\ af, + <V 

ersetzt, und mit Yö\ -f- tf J bez. V^'* -f- dividiert. Dadurch 
werden die Gleichungen der Kurve 

(42) y* = — cos^^r* — ä s ) -f 2//j-sind = o, 

(43) s* = - cos-fr'O** - >'*) + 2Äxsin^' - o, 

so daß die Gleichungen wie in den früheren Fällen nur noch drei 
Parameter enthalten. Wie wollen jedoch mit den Gleichungen (39) 
und (40) weiter arbeiten. 
Wir setzen 

so folgt 



*-i/-;-(^ -vvrtf * 

Um für positive A reelle Werte von y zu erhalten, wählen wir das 
Vorzeichen von q dem von 6 t entgegengesetzt Für e* ergibt sich 

190«. Bd. LX. 24 
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. ,, (g-M) a - (l-ql? - 2 <r, ( q + X)(i-q X) : oj 

— (j « . . 

( i-^{^ 

2 * a g(*n - 2 ( tf i < - a u 1 ') . 

Die Diskriminante der Form unter der Klammer des Zählers 

M + W + 4«i, - « + + o 

ist positiv. Setzt man diese Klammer gleich Null, so hat die Glei- 
chung zwei reelle Wurzeln mit entgegengesetzten Zeichen, ihr Pro- 
dukt ist die negative Einheit. Bezeichnet man die positive Wurzel 
durch l y so ist die negative — i : /, und man erhält für z die 
Gleichung _ 

Da q das entgegengesetzte Vorzeichen als ff, hat, so müssen wir, 
wenn z für positive X < i reell sein soll, über ff 12 so verfügen, 
daß sein Vorzeichen negativ ist, was nach obigem zulässig ist. 
Für die Größe l aber ergibt sich, weil ff 12 negativ ist 

( 47 ) / _ - c, «; - «, a; - yaTiigi . 

Nun führen wir einen neuen veränderlichen Parameter t durch die 
Beziehung 

ein, so werden die Kurvengleichungen: 

ill. *~ l-qlt V q Vi, 

z ~ n V~ 0 ; i-qit • 

Legt man die reduzierten Gleichungen unter (42) und (43) zugrunde, 

ff 12 cos # sin d — sin # cos d = sin (# — 

— costf-cob -fr'— sin sind' — 1 cöb — fr — 1 



(49) 



l 



sin — sin<0'-tf' 



fr' — -fr fr -fr' 

= — cotg «cotg ^ • 
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Bei unseren Annahmen ist sin & — # negativ. Weiter ist 

sin & i 1 



q - 



cos# 



wo das Vorzeichen so zu wählen ist, daß q cos O negativ wird, also 
ist das Minuszeichen zu nehmen. 

Die den verschiedenen Vorzeichen von y7und|/(i -0(i+*'0 
entsprechenden Kurvenstücke hängen an den Stellen t — o nnd t — 1 
miteinander zusammen, die Kurve ist einzügig. Daß dieser Zug ein 
paarer ist, ist selbstverständlich. Denn jede reelle Ebene kann ihn 
nur in einer geraden Anzahl imaginärer Punkte treffen. 

§12. Probe. Es ist 



y \i-qltj* Mi -gl«) 1 ' 

a (x* A'U *» , g(«» + »M *-«t* , « a ) 

<i-"««) Ä 

— 2 aJix — , , * ( <s 9 OmPr 1 • 

Durch Addition folgt: 

y* + tf i — ä*) — 2 a 8 
A« 9 |— 4*J'J - 4<#' + 2^1 + 4«J« | 

Die Klammer verschwindet identisch. Es ist also 

1? + a x {x* — h) — 2 a t hx % o . 

Weiter ist 

s - < ^, i l^ t) .(»..- «.•<» - «w*). 
•;<**-**) - ^r^n.K«; + - «.«;<■<'). 

Addiert man, so folgt: 

Der Zähler ist nach (47) gleich Null, so daß auch die Gleichung (40) 
erfüllt ist. 

24* 
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§ 13. Darstellung durch elliptiscJie Funktionen. Wir setzen 
(F,S. XIV, 5) 



(5o) 



/? " IT" ** - 1 + 1* 



-.r, . k'sau 



ja'« - }/(■ -.>«»«)(" + £ j.» «j = ^ 



Dadurch ergibt sich als Darstellung der Kurvenkoordinaten mittels 
elliptischer Funktionen mit einem reellen Modul kleiner als Eins: 



(50 



X 



h ~qk ' V 

1 — ~r ja*u 



2h 



-q{o\ + c\)k 



jau 
1 — ^via'tt 



' — y ja * 



Damit sind die Koordinaten durch eine elliptische Funktion und 
ihre Ableitung dargestellt Wünscht man zur Darstellung nur die 
Punktionen sau, cau, dau zu verwenden, so leistet man dies durch 
die Formeln: 



(50 



qda*u -f- kk'satu 
da*u — qkk'$a*u 1 

_ h y- 2q(c\ + a\)kk' 



x—h 



sau dau 



2«, 



da'u-qkk'sa*u ' 



"1 



/ 



tf, da*« — qkk'sa 9 u ' 

wo 4 aus (41) zu entnehmen ist. 

§ 1 4. Spezialisierungen. Ein besonders einfacher Fall ist der 
ö i — °i 0Q, er, wenn wir hier lieber von den Formeln (49) ausgehen 
und darin # = 0 setzen, also für die Kurvengleichungen schreiben: 

y* + x 9 — A* - o, 1* - - cos — A 8 ) — 2 sin fr'/j* = o, 
so ist 



'12 



I -|- C08#' , , 

sin#, « — -i, * — - - im -£- — ™tg \V , 



cotg»^' 



I +cotg*^ 



-, = cos 1 1 A* = C08 j 



= sin £ ^ =» cotg 
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und 



(53) 



— 1 -f cotg ja* u 2A j/cotg \&'jau 

* 1 + cotg^> s » ' 11 = 1 + cotg^fr'/a»i4 » 

Ä }/i sin tf'jV « 



1 -f- cotg \& ja* u 
In den unendlich fernen Punkten ist 

jau = V-lgp' , 

= +tgj»') (1- cotg I*') - j/"^' • 

Es ist deshalb dort 

x* : # 2 : z* = 1 : — 1 : — cos 4>\ 

was mit der direkten Berechnung der Punkte aus den Gleichungen 
(42), (43) übereinstimmt. 

Spezialisiert man noch weiter, indem mand'=-J-7r setzt, so wird 

*-vt, '-«, 

h i° <fi ~~ 1 2h jau h^i^i — ja*u 

X ~ h ja^u~+i> /o'h+"i' ja'w+i 

Setzt man # = rc, sin 0 = o, cos # — — 1, sin 9' positiv annehmend, 
so erhält man: 



154) 



0=1, i = tg~, * = sinid\ *'=cosj#', 



1 + i fr'ja'u 2 /* }/tg ^ jr'Ja « 



1 — tg^'ja'V 
In den unendlich fernen Punkten ist 



jau = J/cotg £ ja'« = * cos : sin 0\ 

In den unendlich fernen Punkten ist deshalb 

x* : y* : e % = 1 : 1 : — cos & ; 

sie sind reell, wenn im zweiten Quadranten liegt, wenn die beiden 
erzeugenden Flächen Hyperboloide sind. 

§ 15. Nebenbemerkung über Wendepunkte und GeschuHster- 
jntnkte. Die Perioden der Funktion jau und ihrer Ableitung sind: 

4Ä\ zK+ziK. 

Die Funktion <jp(u) = Ax + By + Cz + 7), wenn 4, 5, 6', D 
Konstanten sind, wird unendlich groß an den vier Stellen, an denen 
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Tc — qhja*ti verschwindet. Geschieht dies für u — v } so geschieht 
es noch fQr m = — v, u = v -\- iK, u = — t; — 2K. Die Summe 
der Argumentwerte u t + «j + M a + M 4i m denen m(w) verschwindet, 
für die die zugehörigen Punkte in einer Ebene liegen, ist deshalb 

«1 + «4 + «S + *«4 = o, 
und die Argumente der Wendepunkte sind in der Form enthalten: 

Sie sind nur reell, wenn v = o ist; es gibt deshalb vier reelle Wende- 
punkte. In dem Wendepunkte w = o ist 

In den Geschwisterpunkten ist 8m = 0, die Argumente sind in der 
Form enthalten: 

K (K iK'\ 

Sie sind nur reell, wenn v = o ist. Es gibt deshalb nur zwei reelle 
Paare: 

K tK iK sK 

2 ' 2 ' 2*2 



Darstellung der Koordinaten der Kurven vom Typus I durch ellip- 



tische Funktionen. Formeln (9), §1 308 

Andere Darstellung. Formeln (io), § 2 308 

Darstellung der Koordinaten der Kurven vom Typus II. Formeln (32), 

§ 7 3M 

Andere Darstellung. Formeln (36), § 10 317 

Spezialisierung. Formeln (36 a), § 10 317 

Darstellung der Koordinaten der Kurven vom Typus III. Formeln (50), 

§ 13 322 

Andere Darstellung. Formeln (52), § 13 322 

Spezialisierungen. § 14 323 



Drucltfertig erklirt i. II. 1909.] 
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Zur Theorie der trigonometrischen Reihe. 

Von 

Felix Bernstein. 

Der historische Ausgangspunkt der Theorie der Punktmengen 
ist die Frage nach der Eindeutigkeit der Darstellung einer Funktion 
durch eine trigonometrische Reihe gewesen. Die grundlegende Frag* 1 
in der Theorie der Eindeutigkeit ist die folgende: Für wieviel Punkte 
des Fundamentalintervalls muß man die Ubereinstimmung der Werte 
zweier konvergenter trigonometrischer Reihen kennen, um die Identität 
derselben erschließen zu können. 

G. Cantor 1 ), welcher zuerst diese Frage aufgeworfen hat, hat 
zur genaueren Prazisierung dieses „Wieviels" den Begriff der Punkt- 
menge geschaffen. Das weitgehendste von ihm in der Eindeutig- 
keitsfrage erreichte Resultat 1 ) ist das folgende: 

Verschwindet eine trigonometrische Reihe (Die Differenz zweier 
gegebener Bethen) für alle Werte des Fundamentalintervalls (o...2it) 
mit Ausnalime einer abzählbaren, nirgends dichten Punktmenge L. 
in deren Punkten das Verhalten der Reihe unbekannt ist, so ver- 
schwindet sie identisch. 

Dies Resultat läßt sich sogleich erweitern. In der Tat zeigte 
Lebesque im Anschluß an G. Cantor, daß die Glieder der Reihe 
bei. abnehmen, wenn das Maß von X 4* 2j * ist, und dies gestattet 
die Gültigkeit unseres Satzes mindestens bis zu der Grenze auszu- 
dehnen, für welche der Fundamentalsatz der Intcgralreclmung resp. 
das analoge Theorem für die zteeitc mittlere Derivierte, welches 
H. A. Schwarz zuerst aufgestellt hat, bewiesen ist (s. u.). 

Nun haben Scheffer 8 ) und Lüroth 4 ) die Gültigkeitsgrenzen 
bei diesen Sätzen dahin ausgedehnt, daß die Menge der Punkte /> 
eine beliebige abzahlbare Menge sein kann. 

1) Journ. f. Math. 71,5 3536*. Journ. f. Math. 72,5 S. 130 und 139. 

2) Math. Ann. 5, S. 130. 3) Schkftkh. Acta. Math. V. 
4) «. h. Dnn-LüROTH. Grundlagen usw. 1892. (S. 122 ff.) 
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In der vorliegenden Arbeit werden nun die notwendigen und 
hinreicli enden Bedingungen für die Gültigkeit des Fundamentalsatzes 
bzw. des Schwarz sehen Satzes und eines ron 0. Holder 1 ) her- 
rührenden allgemeinen Satzes festgestellt und damit wird das Problem, 
soweit es mit der allgemeinen Theorie der Funktionen reeller Vari- 
ablen zusammenhängt, zu vollständigem Abschluß gebracht. 

Es zeigt sich, daß es notwendig und hinreichend ist, anzunehmen, 
daß L feinen perfekten Bestandteil enthält. Diese Eigenschaft be- 
trifft den Ordnungstypus von X, d. h. sie ist gegenüber allen um- 
kehrbar eindeutigen ordnungstreuen Abbildungen invariant Nach 
W. H. Younu 1 ) hat L das Maß 4= 2 n> Demzufolge wird die gleiche Be- 
dingung hinreichend für das Verschwinden der trigonometrischen Reihe. 

Ferner wird gezeigt, daß solche Mengen nichtabzahlbarer 
Mächtigkeit wirklich existieren und eine Punktmengengattung eigener 
Art ausmachen, die den Namen: „total imperfekten Mengen" 
erhalten sollen. Diesen Punktmengen dürfte für den Abschluß auch 
vieler anderer Fragen in der Theorie der reellen Funktionen eine 
grundlegende Bedeutung zukommen. 

Teil I. 

Mengentheoretische Grundlage. 

Ii. 

Ein Satz über abzählbare Mengen. 

Es sei (s iM ) (i, fi — 1,2 . . .) ein doppelt unendliches System 
von ganzen positiven Zahlen, das wir zu einfach unendlich vielen 
Systemen S } = (s ifi )((i = 1,2 . . .) zusammenfassen. 

Es besteht der Satz 

Satz 1. Es läßt sicJi stets eine Menge T von ganzen ZalUen an- 
geben, welche keine der vorgelegten Mengen S x als Teilmenge enthält. 

Beweis. Wir nennen die niedersten voneinander verschiedenen 
Glieder von S t a, und b x und notieren die Tatsache 

a t 4= &i- 

Da S t abzählbar unendlich sein soll, so gibt es in stets zwei 
niederste Elemente, die verschieden von Oj und b t sind. Wir nennen 
diese a s und 6 8 und notieren die Beziehung 

«1 + &i -h Oj + &r 

1) Math. Ann. Bd. 24. S. 183. 

2) Proc. L. U. S. 2 (1905). Iat L meßbar, ao ist sein Maß Null. 
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Wir definieren ebenso in £ s , S v . . . allgemein in S x die Elemente 
4= 1>i als die niedersten von allen früheren verschiedenen Ele- 
mente, so daß wir eine Reihe 

a i + &i + <h + & 8 , • • • , =H <*x + h 

voneinander verschiedener Elemente erhalten. Die Menge T= [<*i\ 
erfallt die in Satz 1 aufgestellte Forderung; denn sie enthält aus 
jeder Menge S l wenigstens ein Element b x nicht. Übrigens enthält 
auch die in der Menge Z aller ganzen Zahlen zu T komplementäre 
Menge T aas jedem S ein Element a nicht. Es genügt daher T 
derselben Bedingung. Das gleiche gilt von jeder unendlichen Teil- 
menge von T. 

Wir behaupten ferner den 

Satz 2. Wenn die zu S x komplementären Mengen S, ebenfalls 
unendlich sind, so kann man T so wählen, daß es überdies m keiner 
der vorgelegten Mengen S 2 als Bestandteil enthalten ist. 

Denn man braucht nur 

zu setzen, und T nach I. bez. des Systems V x zu konstruieren. Da 
wie eben bemerkt dann auch t kein V x enthält, so enthält z. B. T 
nicht V tl -» 6^, also ist T nicht in S x enthalten. Man sieht übrigens, 
daß auch T unendlich ist und der Forderung genügt 

Zusatz. Es ist leicht zu sehen, daß die vorhergehenden Sätze 
auch bestehen bleiben, wenn die Bedingung der Unendlichkeit der 

S k oder S x für eine endliche Zahl Indizes nicht erfüllt ist 

Man kann leicht ein System S x , S x angeben, in dem keine 

Reihe S x , S l in einer andern enthalten ist, z. B. die Vielfachen p 
der Primzahlen und ihre Komplementärmengen. Aus Satz 2 folgt 
nun, daß dieses System sich noch stets erweitern läßt. Weitere frucht- 
bare, rein logische Schlüsse lassen sich nun off enbar nicht melir ziehen , 
da die Voraussetzuttgen nicht mefir hergeben würden. Aber wir be- 
gehen keinen Fehler, wenn wir denselben logischen Inhalt in der 
Form der anschaulichen Intuition Cantors dahin aussprechen, daß 
es nichtabzählbare Systeme S von ZaJden gibt, von denen keines ein 
anderes als Bestandteil enthält. 
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§2- 

Verallgemeinerung auf beliebige wohlgeordnete Mengen. 

Die Sätze des vorigen Paragraphen lassen sich auf beliebige 
wohlgeordnete Mengen verallgemeinern. Es beruht dies auf dem 
folgenden Prinzip: 

Prinzip der transfiniten Induktion. l ) Es sei ein Theorem gültig 

1) für a = w, 
und es folge 

2) aus der Gültigkeit für alle a < a die Gültigkeit für c, wo 
(o die kleinste und er irgend eine transfinite Zahl < ß bezeichnet, 
so gilt der Satz für alle Zahlen von co bis ß. Würde nämlich der 
Satz nicht für alle transfiniten Zahlen < ß m gelten, so würde es 
unter denen, für die er nicht gilt, eine kleinste a geben. Infolge 
i) muß a > cd sein und infolge 2) ist der Satz dann für a gültig. 

Wir geben nun die sehr einfache Durchführung der Verall- 
gemeinerung. Es sei A ein Abschnitt der Reihe der transfiniten 
Ordnungszahlen und es sei ein System von Teilmengen von A, 
deren jede die Mächtigkeit von A besitze. Ebenso durchlaufe der 
Index eine Menge der Mächtigkeit von A. Dann formulieren wir den 

Satz 3. Es gibt stets Teümengen T (in der Zahl 2 A ) von A, 
so daß T die Mächtigkeit A von A besitzt und keine der S 1 als Teil- 

Beweis. Wir nehmen aus S t die niedersten Elemente 

a x + h 

aus £ 2 die niedersten Elemente o 8 , b % heraus, so daß 

«i + &i + «s -h *> s 
ist, und fahren folgendermaßen fort: 

a r »4= öj «4- Oj 4» b t . . . =4= a^' b^ =^ . . . 

so definiert, daß a^-, b^, die niedersten Elemente in seien, die 
von allen a, b mit niederen Index verschieden seien, dann sollen 
a x und b l die niedersten Elemente in S x sein, welche unter sich und 
von allen a k ; 6-', verschieden sind. Wir können das System der S k so 

1) Mit Hilfe dieses Prinzips hatte ich seinerzeit den Beweis, den 
G. Caxtor für die Gleichung «= x, gegeben hatte, auf beliebige Aleph 
übertragen. Beide Beweise sind nicht veröffentlicht worden. S. Diss. § 12. 
Inzwischen hat Jourdain Math. Ann. Bd. 65 dies in gleichem Sinne auf- 
geführt und veröffentlicht. 
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anordnen, daß die X. den Anfangstypus der beireffenden Mächtigkeit A 
durchlaufen, d. h. so, daß alle Zahlen k' kleiner als ein bei. X eine 
Menge von geringerer Mächtigkeit als A definieren. Da dann auch 
die a»s ^1' e ^ ne Menge von geringerer Mächtigkeit als A und also 
als S} ausmachen, so gibt es in S t stets von allen a l », b^ • verschiedene 
niederste Elemente a^ a±. Auf diese Weise ist eine Menge T= { a x } 
für alle l die dem kleinsten Abschnitt der Reihe der Ordnungs- 
zahlen von der Mächtigkeit A angehören, definiert und diese ist 
die verlangte Menge. Denn enthielte T ein S l so würde es b l ent- 
halten müssen, was ausgeschlossen ist. Übrigens genügt denselben 
Anforderungen auch jede Teilmenge von T, die gleiche Mächtigkeit 
A hat. Diese sind also schon 2 A Lösungen. Das gleiche gilt wieder 
von der Komplementärmenge T. Übrigens kann man A sehr leicht 
in weitere Bestandteile zerlegen, deren keiner ein S x enthält. 

Leicht ist die Bemerkung, daß auch jede Teilmenge von A, 
die mit A gleiche Mächtigkeit besitzt, an Stelle von A treten kann. 
In der Tat können an Stelle der Zahlen in A auch irgend welche 
unter sich verschiedenen Elemente gleicher Zahl, also auch Zahlen 
einer Teilmenge treten, ohne daß die Beweise eine Änderung erfahren. 

Bedenkt man nun, daß jede Teilmenge in zwei Bestandteile 
zerfällt, deren keiner ein S x enthält und zieht in Rücksicht, daß 
sich die wohlgeordnete Menge A (mittels diagonaler Ordnung von 
A*) in A Bestandteile spalten läßt, die sämtlich die Mächtigkeit A 
haben, so folgt der 

Satz £ Es läßt sich eine woMgeordnete Menge A in jede Zahl 
2 =» v < Ä Bestandteile spalten, deren jeder keiner ein Sx enthält. 

§ 3- 

Die total imperfekten Mengen. 

Wir beweisen jetzt den folgenden 

Satz 5. Das Kontinuum besitzt nichtabzähWare Teilmengen, 
welche keinen perfekten Bestandteil enthalten. 

Beweis. Gesetzt der Satz wäre falsch und es enthielte jede nicht- 
abzählbare Teilmenge des Kontinuum einen perfekten Bestandteil 
d. h. einen Bestandteil von der Mächtigkeit c des Kontinuum, so wäre 
jede nichtabzählbare Teilmenge selbst von dieser Mächtigkeit. Es ist 
nun nachgewiesen worden, 1 ) daß das Kontinuum einen Bestandteil 

1) Dise. Untersuchungen a. d. Mengenlehre. Halle 1901. u. Math. 
Ann. Bd. 60. § 6 Satz 1. 
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von der Mächtigkeit Kj enthalt. Also ist infolge unserer Annahme 
c — K r Danach könnte das Eontinuum wohlgeordnet werden, und die 
Sätze des vorigen Paragraphen finden Anwendung. Die perfekten Men- 
gen bilden nun eine Gesamtheit, die wie nachgewiesen worden ist 1 ) als 
solche die Mächtigkeit c besitzt. Folglich gibt es im Widerspruch 
mit unserer Annahme nach Satz j eine Teilmenge, welche keinen 
perfekten Bestandteil enthält. Es gibt also entgegengesetzt unserer 
Annahme stets Mengen, die nichtabzählbare sind und keinen per- 
fekten Bestandteil enthalten. Wir wollen solche Mengen total Im- 
perfekt nennen. In einfacher Weise entspringt hieraus die Folge- 
rung: Es gibt im Kontinuum nicht meßbare Mengen. Diese Tat- 
sache ist schon mehrfach auf speziellere Art bewiesen worden. 2 ) 

Nimmt man an, daß das Kontinuum wohlgeordnet werden 
könne, so haben auch die übrigen Sätze des vorigen Paragraphen 
Anwendung, welche die Teilung des Kontinuum in total imperfekte 
Mengen betreffen würden. 

Möglicherweise liefert die geistreiche Methode des Herrn Van 
Viech den Beweis spezieller Sätze dieser Art unter geringeren An- 
nahmen. 

§4. 

Über Existenz und Herstellung eines Dinges. 

Die Methode des vorigen Paragraphen liefert den Beweis der 
Existenz der total imperfekten Menge, jedoch nicht die Herstellung 
eines einzelnen von allen andern wohlunterschiedenen Exemplars. 
Diese Tatsache stellt uns vor die Frage, ob der fragliche Umstand 
in der Mangelhaftigkeit der Methode oder in der Sache begründet 
liegt. Dieselbe Erscheinung ist schon einmal von mir behandelt 
worden 8 ) und ich habe darauf hingewiesen, daß es sich offenbar hier 
um eine notwendige Unbestimmtheit handele, deren Mindestmaß ich 
die VielwertigkeU der betreffenden Lösung nannte. Ob man nun 
den Begriff der Existenz auf einwertig definierte Objekte einschrankt, 
oder auf vielwertig definierte ausdehnt, ist eine Frage des Sprach- 
gebrauchs. Ich hatte ursprünglich das erstere getan, will aber 
künftig alle einwertig oder vielwertig definierten Objekte als existie- 
rend bezeichnen, dagegen die Frage nach einwertiger Definition 
als Frage nach der Herstellung des Objekts bezeichnen. Die Benen- 
nung ist Sache der Konvention, dagegen ist die Tatsachenfrage, 

i) Diss. Drittes Kapitel. 2) s. Van Vleck. 

3) Bemerkung zur Mengenlehre. Gött. Nachr. 1904. H. 6. 
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ob es möglich ist eine einzelne total imperfekte Menge zu konstru- 
ieren oder nicht, eine inhaltreiche und wesentliche. 

Ich werde nun durch ein Beispiel zeigen, daß es Fälle gibt, 
wo man den Beweis erbringen kann, daß eine einwertige Herstellung 
mit vorgegebenen Mitteln nicid möglicJi ist. Wir definieren nämlich 
eine Menge kurz gesagt so, daß die Definition für alle Elemente 
homogen ausfallt. Es handelt sich um den Ordnungstypus w* -f « 
der Menge der ganzen negativen und positiven Zahlen, den wir durch 
folgende Forderungen festlegen 

1 . Die Mengo sei einfach geordnet, d. h. es sei stets a b 
oder b >- a und aus a -<< b und b c folge a -< c. 

2. Es gebe kein niederstes und kein höchstes Element. 

3. Jede Teilmenge, welche den Forderungen 1. und 2. ge- 
ntigt, sei der ganzen Menge ähnlich. Übrigens lassen sich 2. 
und 3. auch ersetzen durch die Forderungen 

3 a. Jedes Element a habe einen Vorgänger a* und einen 

Nachfolger ä und 

3 b. Keine Teilmenge T besitze die Eigenschaften 1. bis 3. 

in dem Sinne, daß d und ä zugleich mit a stets zu T gehören. 

Daß diese Definitionen keinen Widerspruch bedingen, zeigt 
der Umstand, daß der Typus o>* -j- w denselben genügt. Im übrigen 
aber sind sie völlig homogen hinsichtlich aller Elemente. Wird also 
bewiesen, daß ein Element a auf Grund dieser Axiome eine Eigen- 
schaft A bezitzt, so muß sie auch jedem andern Elemente b zu- 
kommen. Es ist daher mit den vorgegebenen Mitteln nicht möglich, 
ein einzelnes von allen andern wohlunterschiedenes zu bezeichnen. 

Analog mag der Fall bei der Definition einer total imper- 
fekten Menge hinsichtlich der durch die Axiome über reelle Zahlen 
gegebenen Mittel notwendigerweise liegen, was festzustellen, wir 
künftigen Untersuchungen überlassen müssen. 

Teil H. 

Der Fundamentalsatz der Integralrechnung. 

§5- 
Die Hauptsätze. 

Hauptsatz I. Es möge q>'(x) die Ableitung einer eindeutigen 
stetigen einmal differentiierbaren Funktion des Iniervalles o bis 1 
bedeuten. Ist dann die Gleichung 

(1) <p'(x) = o 
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für alle x der Komplementärmenge M einer total imperfekten Menge 
L erfüllt, so folgt 

<p(x) « const. 
Hauptsatz IL Ist die Gleichung 
( 2 \ Hm ? - a i- 2 ? (?) «_ o 

/ur oHc x ein<r /ne o&en definierten Menge M, und die Gleich wig 

( 3 ) lim V(* f «) + qp(*7i«) — 2 ?(*) — Q 

für alle x erfüllt, so ist <p(x) eine lineare Funktion. Die geg^ 
bene hinreichende Bedingung ist nicht durcJi eine reduziertere An- 
nalme über die Menge M zu ersetzen, falls die andern Annahmen 
ungeändert bleiben, sie ist in diesem Sinne eine notwendige. 1 ) 

Beide Sätze gelten in verallgemeinerter Form, wenn die Glei- 
chungen (1) und (2) nur für die verallgemeinerten Derivierten erster 
oder zweiter Ordnung einer lediglich stetigen Punktion vorausge- 
setzt werden. Die Bedingung (3) kann durch die allgemeinere Be- 
dingung ersetzt werden, daß die Kurve an keiner Stelle innerhalb 
einer konvexen resp. konkaven Ecke liegen soll. Es wird sputer 
erörtert, inwieweit diese Bedingung notwendig ist 



§6. 

Die Transformation auf monotone Fnnktioncn. 

Die Beweise der Sätze des vorigen Paragraphen beruhen auf 
der Beziehung einer allgemeinen stetigen Funktion zu einer mono- 
tonen stetigen Funktion, welche durch die folgende Transformation 
vermittelt wird. 

Erste Transformation. Zu jeder eindeutigen stetigen Funktion 
<p(x) im Intervall o bis 1 gehört eine monotone niclU abnelimende 
stetige Funktion (p(x), welclie mit ihr in der Bezieliung stellt, daß 
<p(x) ^ <p(x) an allen Konstanzstellen von <p(x) 

und 

(p(x) *■* tp{x) an allen Inkonstanzstellen von <p(x), sowie an 
deren Grenzstellen und für x = 1 ist. 

1) Sie ist damit zugleich eine hinreichende Bedingung für die Ein- 
deutigkeit der Bestimmung einer trigonometrischen Reihe, deren Werte 
tür die Punkte der Menge M gegeben sind. Notwendig ist sie aber 
dann nur insoweit, als sie durch keine eingeschränktere Annahme über 
den Ordnungstypus von M ersetzt werden kann, 
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Wachst q>(x) im Intervall, so ist infolge y(i) — 9(1), 9(0) 
^ 9(0) zugleich (j>(i) > ^(o) und daher <p(x) keine Konstante; 
es stimmen dann q>(x) und 9(2;) an einer perfekten Menge von 
Stellen überein. 

Man ziehe zum Beweis von jedem Punkt der Kurve C(y = q> (x)) 
eine horizontale Strecke nach links bis zur Geraden x 0. Diese 
Strecken erfüllen ein Gebiet, das nach unten von einer Kurve C 
begrenzt ist, die stetig ist, d. h. keine vertikale Strecke besitzt, wenn 
dies bei C nicht der Fall ist. Die Ordinaten von C sind die untern 
Grenzen der rechts gelegenen Ordinaten von C, also auch von C. 
D.h. C{y — <p(x)) ist mononton. 

Ferner ist jede Ordinate von <p(x) entweder identisch mit einer 
an gleicher Stelle oder rechts gelegenen Ordinate von q>(x). Im 
letzteren Falle* ist <p(x) auch dem zwischen befindlichen Intervall 
konstant. Ist aber x Inkonstanzstelle von <p(x), so ist dies aus 
geschlossen und (p(x) — <p(x). Infolge der Stetigkeit von <p(x) 
und 9>(x) gilt die Gleichung auch für die Grenzstellen der Inkon- 
stanzstellen. Im übrigen ist <p(x) <I <p(x). 

Für eine stetige monotone Funktion besteht folgender bekannte 
Hil issatz. 

Hüfssatz I. Eine stetige monotone Funktion ^(x), die im Inter- 
vall o bis 1 wächst, besitzt eine perfekte Menge P von Stellen, an 
denen sie wclcfist. 

Denn die Kurve C projiziert sich auf die y Achse in die von 

Null verschiedene Strecke 9(0). 

Wird der rechte Endpunkt einer Konstanzstrecke auf C der 
Projektion zugeordnet, so ist dieselbe eindeutig umkehrbar und der 
Variablen y, die von <p(o) bis <p(i) läuft, entspricht eindeutig ein 
<p(x) und also eine dem Kontinuum ähnliche d. h. in sich perfekte 
Menge 1 ) der x von verlängerter Eigenschaft. 

1) „in sich" perfekt = ordinal perfekt — ordinaüy perfekt (W. H. 
Joung. The theory of sets of points Cambridge 1906) bedeutet: „von 
Ijerfektem Ordnungstypus". Die gewöhnlichen perfekten Mengen, die 
wir „äußerlich" perfekt nennen wollen, unterscheiden sich von den 
enteren durch einen abzahlbaren Bestandteil, dessen Hinzutreten durch 
die äußere Lage im Gesamtkontinuum bedingt wird. Jede in sich 
p. Menge enthalt „äußerlich" p. Mengen und vice versa. Obgleich nur 
die enteren systematische Bedeutung haben, kann man doch infolge 
dieses Umstandes in fast allen Theoremen die Unterscheidung „in sich" 
und „äußerlich 44 perfekter Mengen vernachlässigen. 
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Hieraus folgt sofort der 

Hüfssate IL Wächst die sielige Funktion <p(x) im Intervall 
o bis 1, so gibt es eine perfekte Menge von Stellen, wo sie wächst. 

Denn die zugehörige monotone Funktion q>(x) ist infolge 
4p(i) = 9(1) und tp (o) ^ <p(p) ebenfalls wachsend. An ihren nach 
Hilfssatz 1 in perfekter Menge T vorhandenen Wachstumstellen x 0 
ist q>(x 0 ) — <p(x 0 ). Für alle Stellen x > x 0 ist <p(x) > tpfa) und 
zufolge <p(x 0 ) — <p(x 0 ) und g>(:r) ^ q>(x) ist also <p(:r) > (pfa) 
d. h. wächst an der Stelle x 0 mindestens so stark als die 
zugehörige monotone Funktion. 

Endlich folgt 

Hüfssate III. Wächst die stetige Kurve C im Intervall o bis 1 
um p > o, so gibt es eine perfekte Menge von Stellen, an denen 
das Wachstum nicht weniger als p — t beträgt, wie klein auch € ge- 
wählt sei. 

Bezieht man das Wachstum statt auf den Parallelen zur x Achse, 
auf die Geraden parallel zu y = (p— i)x, so wachst die Kurve C 
um e an einer perfekten Menge von Stellen nach dem vorigen 
Satze d. h. sie liegt flu* alle folgenden Stellen oberhalb der Paral- 
lelen zu y =» (p — e)x. Sie hat dort, auf die alten Achsen bezogen, 
ein Wachstum größer gleich p — t. 

Durch Vergrößerung des Intervalls und durch Vertauschung 
des Sinnes bei der Transformation lassen sich die vorstehenden 
Hilfssätze leicht in eine allgemeine Form setzen. Dies geschieht 
besonders elegant durch Einführung der vier allgemeinen Derivierten 
D + D + D~D_ einer beliebigen stetigen Funktion. Die obigen Satze 
führen zunächst auf folgenden 

Hilfssatz IV. Besitzt eine eindeutige stetige Funktion q>(x) in 
einem Intervall a...b einen Differenzenquotienten p > o, so gibt es 
eine perfekte Menge von Stellen, an denett 

D + q>(x)>p — 6 

ist, wie klein auch t sei. 

Genau der gleiche Satz gilt auch für D_<p{x). 

Analog erhält man ihre Grenzen für D + <p(x) und D~q>(x). 
Bedenkt man noch, daß in beliebiger Nähe jedes DÜFerentialquotients 
ein Diflferenzenquotient infolge der Definition des ersteren liegt, 
daher der Wertbereich der Differenzenquotienten immer dabei inner- 
halb des Wertbereichs der Differentialquotienten liegen muß, so kann 
man alle diese Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammenfasset). 
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Theorem i. Seien L und l der untere und der obere Limes 
der Differentia Iquotienten in dem Intervall a . . . 5; dann durchläuft 
jeder der vier Differemcnquotienten denselben Wertbereich und es 
lassen stell für jeden Differentialquotienten stets perfekte Mengen an- 
geben, auf denen derselbe von L oder l beliebig wenig abweicht 

Dieser Satz umfaßt den Satz i . Ist in der Tat auf jeder 
perfekten Menge wenigstens ein Punkt, in dem etwa D + <p(x) ver- 
schwindet, so muß L = l = o sein. Wäre nun <p(x) nicht konstant, 
so wäre ein Differenzenquotient und damit L oder / verschieden 
von Null. 

§7- 

Die Transformation auf konvexe Funktionen. 

Das zweite Theorem des § 6 wird durch eine Beziehung einer 
stetigen Funktion zu einer konvexen Funktion vermittelt, welche 
mit der ersten Transformation der Ableitung der stetigen Funktion 
dann identisch ist, wenn diese eine Ableitung besitzt. Es ist aber 
eine charakteristische Eigenschaft vieler, namentlich der Lie sehen 
Theorie entstammender Funktional-Transformationen , daß sich ihr 
Existenzbereich weiter ausdehnen läßt, als der Bereich innerhalb 
dessen sie zu andern Funktional-Transformationen in analytisch 
einfacher Beziehung stehen. 

Zweite Transformation. Zu jeder eindeutigen stetigen Funktion 
<p(x), welche für x = o und x =-= i verschwindet und für ein x = x x 
negativ ist, geJiört eine größte konvexe Funktion <jp(#), so daß 

q>(x) < <p(x) 
an allen Stellen woy = <p(x) gradlinig ist, und 

= 9>0) 

an allen andern Stellen (und deren Grenzstellen.) 

Die konvexe Kurve C ist analytisch der Ort der Minima von 
<p(x) — cx bei variablem c. Sie begrenzt, geometrisch definiert, das 
Gebiet, das die Verbindungsstrecken irgend zweier Punkte von C 
überdecken. Die Kurve C kann überall dicht Ecken besitzen. 

Besitzt C eine Ecke, so liegt an dieser Stelle C innerhalb der 
beiden Tangenten der Ecke, also innerhalb eines konkaven Winkels. 
Wir wollen eine solche Stelle, wo eine stetige Kurve C innerhalb 
eines konkaven Winkels liegt, allgemein eine Ecke von C nennen, 
und bemerken, daß dann die den 4 Ableitungen entsprechenden 
Halbstrahlen sämtlich innerhalb der Ecke liegen müssen. 

Matb.-ptays. KUase 1908. B«L LX. 25 
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Besitzt C keine Ecken, so besitzt auch C keine Ecke. Die ana- 
lytische Definition der Ecke lautet offenbar 

D~(p(x) < D+<p(x) oder D + <p(x) < D~<p(x). 
Zieht man aus der für alle x als gültig angenommenen Gleichung 

(3) a = o * j - ° 

die beiden Folgerungen 



und 



■np. ^ Bup. <J 

lim V ^ + *) — 9 (*) _ lim » (*) — 9 (* — <*) 

inf. £ inf. £ 



d. h 

und 



D + qp(:r) = D_q>(x) 

so erkennt man aus dem Umstände, daß die vier Halbstrahlen hier 
zwei Graden bilden, daß die Gleichung (3) eine hinreichende Be- 
dingung für den Anschluß von Ecken bildet. 

Eine eckenfreie konvexe Kurve C besitzt als Ableitung eine 

monotone wachsende stetige Kurve C, auf welche unsere früheren 
Sätze Anwendung finden. 

C ist nicht gradlinig, da der Differenzenquotient im Intervall 

QP Oß OD \ J 

die verschiedenen Werte — 1 < o und — 1 > o annimmt. Ks 

x x 1 — x x 

gibt daher eine perfekte Menge von Stellen, wo C stärker wachst 

und abnimmt als eine Grade von fester Neigung p > o. An diesen 

Stellen liegt C oberhalb einer Parabel y — y 0 — p(x — x 0 )*, wenn 
y 0 , x Q den Kurvenpunkt bedeutet. 

Ebenso liegt auch C oberhalb dieser Parabeln, und wir erhalten 

den 

Hilfssatz 1. Nimmt eine stetige, eckenlose Kurve, tcelclie ßr 
x = o und x — 1 verschwindet, im Intervall einen negativen Wert 
an, so gibt es eine perfekte Menge P von Stellen, an denen sie ob>>- 
halb einer Parabel mit positiver Krümmung liegt. Es ist in P offenbor 

in? a « >P 

wo p eine Größe > o bedeutet. 
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Ebenso folgt wie im vorigen Paragraphen 

Hilfssatz 2. Bedeutet G einen zweiten müderen Differenzeti- 
quotienten, so läßt sich stets eine perfekte Menge von Stellen im 
Intervall bestinwnen, an denni ein Limes desselben größtr als G — e 
i<t, wie klein audi t sei. 

Allgemein folgt endlich, wie früher 

Tfieorem II. Sind L und l die beiden Grenzen der zweiten 
mittleren Differenzenquotienten einer eckenlosen stetigen eindeutigen 
Kurve <p(x) des Interv alles a . . . 6, so liegen die zweiten verall- 
gemeinerten Differentialquotienten zwischen denselben Grenzen und 
approximieren diese gleichmäßig auf perfekten Metigen. 

Dies Theorem enthält den Satz II wie früher das Theorem I 
den Satz I. Es ist eine Verallgemeinerung eines von 0. Holder 
zuerst aufgestellten Satzes (vgl. Einl.) 

Daß die Bedingung der Eckenlosigkeit übrigens notwendig 
ist, zeigt das in folgendem konstruierte Beispiel einer Funktion, 
die eine abzählbare Menge von Ecken besitzt, und deren zweite 
mittlere Derivierte an allen anderen Stellen Null ist. 

Es bedeute (s) eine abzählbare Menge von Stellen des Intervalles, 
es seien d t > o solche Größen, daß 2ds endlich ausfällt. Setzen wir 

4> t (x) = o für x < s 

und 

<t> t {x) ^ d t ( x ~ s ) flir x > s 

so ist 

« 

infolge 

(p(x) = 2®A x ) = 2£ il A x — *') < x 22d t - < ud 

eine endliche, überdies konvexe Funktion, welche das Integral der 
monoton wachsenden mit Sprüngen behafteten Funktion q>(x) ist, 
die durch die Definitionsgleichungen 

* 

<p[x) = o für x < s 

<p(x) = d t für x ^> s 

gegeben ist. Die Funktion <D(x) besitzt überall mit Ausnahme der 
Stellen 8 einen konstanten ersten und verschwindenden zweiten 
Differentialquotienteif, ohne identisch zu verschwinden. Das Ver 

25* 
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schwinden des gewöhnlichen zweiten Differentialquotienten zieht 
das der mittleren infolge der Stetigkeit von q>(x) an den betrach- 
teten Stellen ohne weiteres nach sich, so daß die Behauptung er- 
wiesen ist. Man sieht hier deutlich, wie der Umstand, daß die 
stetigen Funktionen Integrale unstetiger sein können, die stetigen 
Lösungen der Gleichung Q"(x) gegenüber den stetigen Lösungen 
von <p'(x) =- o bei Zulassung von Ausnahmepunkten bereichert. 

Es sei dahingestellt, ob der Fundamentalsatz auch auf unstetige 
Funktionen sich ausdehnen laßt, wenn man die Forderung hinzufügt, 
daß die Zahl der Sprünge abzählbar sein soll und daß richtig ge- 
bildete Summe derselben in keinem Intervall dem Zuwachs der 
Funktion gleich ist Analog würde man auch bei dem zweiten 
Theorem Ecken zulassen, wenn nur in jedem Intervall die richtig 
gebildete Gesamtdrehung nicht von den Drehungen in den Ecken 
allein herrührt. Sind alle Sprünge oder Drehungen positiv, so folgt 
diese Erweiterung ohne jede Schwierigkeit aus dem Vorstehenden. 
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Am 17. Oktober vorigen Jahres starb der langjährige 
Direktor und Professor an der technischen Hochschule zu Dres- 
den Gustav Zeuner. 

Geboren in Chemnitz am 30. November 1828. gewann er in 
seiner gewerbefleißigen Vaterstadt schon frühe Interesse für 
technisches Wissen und Können. Seine Vorbildung erhielt 
er an der Chemnitzer Gewerbeschule und widmete sich sodann 
in den Jahren 1848 bis 1851 an der Bergakademie zu Frei- 
berg dem Studium des Berg- und Hüttenwesens. Nach seiner 
Studienzeit war Zeuner vorübergehend in Freiberg und Chem- 
nitz als Lehrer der Mechanik tätig und nahm an den Arbeiten 
seines Lehrers Weisbach vor allem an dessen bahnbrechenden 
hydraulischen Experimenten lebhaften Anteil. Im Jahre 1852 
führte ihn eine Studienreise durch Deutschland; Belgien und 
Frankreich und brachte ihn in personliche Beziehung mit 
Poncelet, Regnaült und C0MBE8. Im Jahre 1853 promovierte 
Zeuner an der Universität Leipzig und gründete unter Mit- 
arbeiterschaft von Weisbach und Bornemann die technische 
Zeitschrift „Civilingenieur", in welcher er auch nach Nieder- 
legung der Redaktion im Jahre 1857 die weitaus größte Zahl 
seiner Abhandlungen veröffentlichte. Bei Begründung des 
fidgenössischen Polytechnikums im Jahre 1855 wurde er als 
Professor der technischen Mechanik und technischen Maschinen- 
lehre nach Zürich berufen und fand hier einen ersten ihn 
völlig erfüllenden Wirkungskreis. 

Die 16 Jahre, die Zeuner in Zürich zubrachte, sind die 
fruchtbarsten und folgenschwersten in seinem Leben gewesen. 
In Zürich entwickelte sich sein hervorragendes Lehrtalent, so 
daß er sehr bald zu den gefeiertsten Dozenten der jungen 
Hochschule gehörte, in Zürich schrieb er neben einer größeren 
Anzahl von Abhandlungen drei wissenschaftliche Werke, die 
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seinen Namen in die weitesten technischen Kreise trugen, in 
Zürich erhielt er diejenigen großzügigen Anschauungen über 
die Aufgaben und Ziele einer technischen Hochschule, die er 
bei seiner späteren langjährigen Verwaltungstätigkeit an der 
Dresdener Hochschule zu verwirklichen strebte. 

Das Züricher Polytechnikum war von vornherein auf einer 
breiteren Grundlage aufgebaut, als die überwiegende Mehrzahl 
der deutschen Schwesteranstalten. Die maßgebenden schweize- 
rischen Kreise waren der Ansicht, daß der rein wissenschaft- 
lichen und allgemein menschlichen Bildung ein breiter Raum 
gewährt werden müsse, um die Geisteskräfte der Zöglinge 
möglichst harmonisch zu entwickeln. Ferner war man der 
Ansicht, daß den Lehrern technischer Unterrichtsanstalten Ge- 
legenheit zur Ausbildung geboten werden müsse. Unter solchen 
Umständen wurde eine besondere Abteilung gegründet, an 
welcher die naturwissenschaftlichen und mathematischen Dis- 
ziplinen in ihrem ganzen Umfange und auf höchster Höhe 
vorgetragen werden sollten, an welcher ferner die Literaturen 
der wichtigsten lebenden Sprachen, politische und Kunstge- 
schichte, Nationalökonomie und einzelne Teile des Privatrechtes 
und der administrativen Gesetzgebung gelehrt werden sollten. 
Später und zwar unter dem Direktorate und unter der Mit- 
wirkung von Zeuner wurde dieser Abteilung ganz allgemein 
die Bildung von Fachleuten der mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen Richtung übertragen. Eine Anzahl bedeutender 
Männer wie Dedekind, Christoffel, Clausiüs, Kündt u. a. 
brachten dieselbe zu entschiedener Blüte. Hierbei zeigte sich 
ein harmonisches und glückliches Zusammenarbeiten mit den 
eigentlichen Fachabteilungen, an denen eine große Anzahl her- 
vorragender Professoren, wie Gottfried Semper, Culmakn, 
Reuleaux u. a. mit größtem Erfolge tätig waren. Zeuner 
nahm an dieser Entwicklung mit regstem Interesse und in 
engster Fühlung mit den maßgebenden Kreisen tätigen Anteil 
und erlebte es, wie bei dieser großzügigen Auffassung die 
junge Hochschule einen glänzenden Aufschwung nahm. Ver- 
schiedene Rufe nach Karlsruhe, Wien, München und Aachen 
konnten ihn unter solchen Umständen seinem lieb gewordenen 
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Lehrstuhle nicht entreißen. Als aber im Jahre 1871 die von 
den Deutschen in Zürich veranstaltete Feier der Reichsgründung 
in gröblicher Weise gestört wurde und auch unter den Deutschen 
sich Uneinigkeit zeigte, ergriff Zeuner die erste Gelegenheit, 
die sich ihm bot, um nach Deutschland zurückzukehren und 
übernahm im Jahre 1871 die Leitung der Freiberger Berg- 
akademie mit der ausgesprochenen Aufgabe, dieselbe zeitgemäß 
umzugestalten. Seine Tätigkeit war hier nur eine kurze. Schon 
nach ein und einem halben Jahre wurde er als ständiger Direk- 
tor und Professor der Mechanik und Maschinenlehre an das 
Dresdner Polytechnikum berufen. Um jedoch der ihm in 
Freiberg gestellten Aufgabe gerecht zu werden, behielt Zeuner 
seine dortige Stellung gleichzeitig mit dem neuen Amte bis 
zum Jahre 1875 bei. Wie einschneidend und erfolgreich seine 
kurze Tätigkeit für die Freiberger Akademie und damit auch 
für die Stadt Freiberg geworden ist, das zeigten die Dankes- 
worte, die die Vertreter der Akademie und der Stadt ihm, 
dem Ehrenbürger der letzteren an seinem Sarge widmeten. 

In Dresden wurde seine Kraft durch die Direktoratsge- 
schäfte sehr in Anspruch genommen, so daß seine literarischen 
Arbeiten zunächst etwas zurücktraten. Bei seiner Ankunft 
war das Polytechnikum eben erst zu dem Range einer Hoch- 
schule erhoben worden, jetzt galt es der neuen Form ent- 
sprechenden Inhalt zu geben, um die Hochschule fähig zu 
erhalten, den hochgesteigerten Anforderungen der Neuzeit ge 
recht zu werden. Zeuner hat sich mit größter Hingebung 
und Tatkraft dieser verantwortungsreichen Aufgabe gewidmet 
und sich hierbei als ein hochstehender und weitblickender 
energischer Mann gezeigt, der die reichen Erfahrungen, die er 
an der Züricher Hochschule gemacht hatte, für sein Vater- 
land zu verwerten strebte. Seine Forderungen für die Fort- 
entwicklung der Anstalt legte er kurz im Programm für das 
Studienjahr 1875/1876 nieder. Neben der Einrichtung einer 
Hochbauabteilung forderte er: „Einfügung weiterer Lehrzweige 
in die bereits 1) astehenden Abteilungen zur Ausbildung von 
Mechanikern, Ingenieuren, Chemikern, von Lehrern der reinen 
und angewandten Mathematik, der Physik und Chemie, eine 
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Erweiterung des gesamten Lehrplanes durch Vermehrung der 
humanistischen Fächer an der allgemeinen wissenschaftlichen 
Abteilung, Aufnahme eines entsprechenden Teiles der Wirt- 
schafts- und Verwaltungswissenschaften, eines weiteren, für 
den Techniker wichtigen Teiles aus dem großen Gebiete der 
allgemeinen Rechtskunde u. b. f." 

Zeuner konnte bei den Forderungen, die sich auf die 
Ausbildung der allgemeinen Abteilung bezogen, an Traditionen 
anknüpfen, wie sie in den maßgebenden Kreisen Sachsens seit 
Gründung der Anstalt vorhanden waren, ohne daß sie aber 
zu so geschlossenen Gestaltungen geführt hatten, wie es in 
der Schweiz der Fall war. Jedenfalls gelang es ihm neben 
der Gründung einer Anzahl technischer »Professuren die Grün- 
dung von Professuren für die Fächer der Geographie, der 
Geschichte, der Botanik, der Philosophie und der National- 
ökonomie durchzusetzen und ein Staatsexamen für Kandidaten 
des höheren Lehramtes einzuführen, welches dem an der Univer- 
sität bestehenden in Bezug auf die in Betracht kommenden 
Fächer gleichgestellt wurde. 

Zeuner hat auf diese Neugestaltungen stets großes Gewicht 
gelegt und sie als einen wichtigen Teil seiner Lebensaufgabe 
angesehen. Der Erfolg, den die ersten Jahre brachten, war 
freilich nicht gleichmäßig andauernd. Die Verhältnisse lagen 
im deutschen Vaterlande doch anders wie in der Schweizer 
Republik, vor allem nahmen die deutschen Universitäten gegen- 
über den technischen Hochschulen in Bezug auf die Lehrer- 
bildung eine durchaus beherrschende Stellung ein. Daneben 
aber hatten sich die Ziele und Aufgaben des technischen Stu- 
diums erweitert und wurde die Gründung von Professuren 
nicht rein technischen Charakters in Ingenieurkreisen vielfach 
als ein Hemmnis für die eigentlichen Zwecke der Hochschule 
angesehen. Da hat es an Schwierigkeiten nicht gefehlt, die 
Zeukek zeitweise schwer empfunden hat. Um so mehr mußte 
es ihn erfreuen, daß am Ende seines Lebens die Anschauungen, 
die er über das Wesen und die Aufgaben der technischen 
Hochschule hatte, in immer weitere und weitere Kreise unseres 
Volkes drangen und insbesondere der mächtige über ganz 
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Deutschland verbreitete Verein deutscher Ingenieure sich in 
einer Reihe von Thesen zu ihnen bekannte. 

Ostern 1890 erbat und erhielt Zeüner seine Entlassung 
als standiger Direktor des Polytechnikums, um die Einführung 
des Wahlrektorates zu ermöglichen, nachdem er vorher noch 
alle vorbereitenden Schritte, insbesondere die Abfassung des 
neuen Statutes der nunmehrigen „Technischen Hochschule" 
auf sich genommen hatte. Er widmete sich fortan ausschließlich 
der Lehrtätigkeit in seinem Fache und trat dann mit Ende 
des Sommersemesters 1897 in den Ruhestand. Derselbe gab 
ihm die lange ersehnte Muße seine wissenschaftlichen Unter- 
suchungen in erhöhtem Maße wieder aufzunehmen. Neben 
reichen Ergänzungen seiner früheren Schriften in neuen Auf- 
lagen nahm ihn vor allem die Abfassung der Turbinentheorie 
in Anspruch, die im Jahre 1899 erschien und sich im wesent- 
lichen auf die Untersuchungen stützte, die er in Zürich über 
diesen Gegenstand angestellt hatte. Allmählich aber versagten 
seine Kräfte. Während der letzten Auflage der Thermodyna- 
mik sank seine bis dahin unermüdliche Arbeitstätigkeit und 
stellten sich immer mehr und mehr die Beschwerden des 
Alters ein. Trotz der hingehendsten und aufopferndsten PHege, 
die er seit dem Tode seiner treuen Lebensgefährtin im Hause 
seiner Tochter, der Frau Geheimen Hofrat Helm, gefunden 
hatte, schwand der Rest seiner körperlichen und geistigen Kräfte 
fast stetig, bis am 17. Oktober v. J. das reiche Leben seinen 
schmerzlichen Abschluß fand. 

In den vorangehenden Worten habe ich versucht, das 
äußere Leben Zeunebs unter Hinzunahme seiner Verwaltungs 
tätigkeit kurz darzustellen. In den angegebenen Rahmen fallen 
nun die glänzenden Erfolge, die er als akademischer Lehrer 
und als Forscher gehabt hat. 

Er war Lehrer im Grunde seiner Seele. „Zeuner, so 
schreibt einer seiner besten Schüler in der Schweizerischen 
Bauzeitung, war der geborene Professor. Mit unübertrefflicher 
Klarheit und Anschaulichkeit wußte er in schlichtem, unge- 
künsteltem Vortrag ein Problem allseitig zu entwickeln, in 
der knappsten und elegantesten Form mathematisch einzukleiden 
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und unterstützt durch die ungemeine Lebhaftigkeit und Be- 
weglichkeit seines Wesens den Eindruck hervorzurufen, als 
ob er eben jetzt, im Augenblick des Vortrages die Lösung 
gefunden hätte. Unter seiner Behandlung verschwanden die 
Schwierigkeiten, alles wurde einfach und leicht verstandlich, 
es war jedesmal wie eine Neuschöpfung des betreffenden Kapitels. 
Kein Wunder, daß seine Schüler begeistert an seinen Lippen 
hingen, besonders da, wo er über seine eigenen Forschungen 
vortrug" 

Als Forscher hat Zeuner sich neben den technischen 
Gebieten auch mit großem Interesse und bleibendem Erfolge 
auf dem Gebiete der Statistik und des Versicherungswesens 
betätigt. 

Schon in Freiberg war er mit einem umfassenden Gut- 
achten über die Freiberger Knappschaftskasse beschäftigt ge- 
wesen und in Zürich traten bald ähnliche Aufgaben an ihn 
heran. Es handelte sich darum, für die Wittwen- und Waisen- 
versorgung, die man damals nicht glaubte durchsetzen zu können, 
am Polytechnikum ein Äquivalent zu bieten durch eine Lebens- 
versicherung, zu deren Prämien Schulkasse und Professoren 
zu ungefähr gleichen Teilen beitragen sollten. Die technischen 
Grundlagen hierfür schuf Zeuner, auf Grund deren im Jahre 
1862 mit der schweizerischen Rentenanstalt ein Vertrag ge- 
schlossen wurde, der sich als sehr wohltätig erwiesen hat und 
trotz mancher Einwendungen und trotzdem durch Bundesrat- 
beschluß vom Jahre 1901 einer neu gegründeten Wittwen- und 
Waisenkasse ein ansehnlicher Bundesbeitrag zugewiesen wurde, 
auch heute noch besteht. 1 ) 

Diese Aufgaben führten ihn zu einem vertieften Studium 
der statistischen Wissenschaften und veranlaßten ihn über die 
Theorie der Versicherungen Vorlesungen zu halten. 

Angeregt durch ein fm Jahre 1868 erschienenes Werk 
von Knapp faßte er die von ihm gefundenen Resultate in 
den „Abhandlungen aus der mathematischen Statistik" im Jahre 
1869 zusammen, das aus drei Teilen besteht. 

1) Die letzten Bemerkungen verdauke ich einer liebenswürdigen 
Mitteilung von Herrn Professor Gkiskr in Zürich. 
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Der erste Teil befaßt sich mit der formalen Bevölkerung 
lehre. Der große Fortschritt der ZcuNERschen Untersuchungen 
besteht in der Heranziehung überaus klarer und durchsichtiger 
Raumvorstellungen. Zeuner führt drei im Räume senkrecht 
aufeinander stehende Achsen ein und benutzt als Koordinaten 
die Geburtszeit, das Alter und die Anzahl der Überlebenden, 
die aus der gegebenen Geburtszeit stammend das gegebene 
Alter erreichen. Die Beziehungen, die zwischen jenen drei 
Großen bestehen, können geometrisch durch eine Fläche wieder- 
gegeben werden, die als Grundlage der gesamten formalen 
Bevölkerungstheorie dienen kann. Die analytische Behandlung 
fahrt zu der Darlegung der mannigfachen Beziehungen, die 
zwischen den verschiedenen Gesamtheiten der Lebenden und der 
Gestorbenen bestehen. Dieselbe zeichnet sich durch Klarheit 
und Einfachheit aus und kann auch heute noch neben den 
Knappschen Untersuchungen als eine wesentliche Grundlage 
der betreffenden Theorien angesehen werden. 

Der Invalidität ist der zweite Teil des ZEUNERschen Werkes 
gewidmet. Auch hier gelingt es ihm, neue Gesichtspunkte in 
die Theorie zu bringen und eine Anzahl grundlegender For- 
meln aufzustellen, die sich durch Genauigkeit auszeichnen und 
trotz scharfer Angriffe ihren Platz bis heute behauptet haben. 

Der dritte Teil befaßt sich mit der Unfallversicherung. 
Der ausgesprochene Zweck dieses Teiles war es, die leitenden 
Gesichtspunkte für dieselbe zu finden und den Anstoß zu geben, 
daß sie in Deutschland und in der Schweiz ins Leben treten 
möchte. Die Notwendigkeit der Unfallversicherung begründet 
Zeuner vor allem damit, daß die Anzahl der Unfälle wesent- 
lich vermindert werden würde, wenn große und vom Staate 
mit entsprechenden Vollmachten versehene Unfallversicherungen 
ihren Einfluß geltend machen und in Bergwerken, Fabriken 
und auf allen Eisenbahnen und Dampfschiffen auf Herstellung 
und vorzügliche Instandhaltung aller Vorrichtungen dringen, 
wodurch die Gefahr für die Versicherten vermindert und be- 
seitigt werden kann. 

Zeuner zeigt sich hier als ein Mann, der seiner Zeit 
vorauseilt. Dieselben Gesichtspunkte, die er hier andeutet, 
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haben wesentlich mit zu der großen Unfallgesetzgebung ge- 
führt, deren wir uns heute im deutschen Reiche erfreuen dürfen. 

Zeüner hat den statistischen Untersuchungen sein Interesse 
bis an sein Lebensende bewahrt. So veranlagte er z. B. das 
Königlich Sächsische statistische Bureau nach seinen Plänen 
genaue statistische Erhebungen über Sterblichkeit und Invali- 
dität im sächsischen Bergniannsstande, sowie über die Sterblich- 
keit der sächsischen Bevölkerung durchzuführen, auf Grund 
deren er in den Jahren 1894 und 1903 Sterblichkeitstafeln 
für die sächsische Bevölkerung aufgestellt hat, die sich in 
Zukunft sicherlich von Bedeutung zeigen werden. 

So wichtig diese Arbeiten auch waren, so sehr sie auch 
Beachtung in den interessierten Kreisen gefunden haben, so 
liegt doch in ihnen nicht Zeuners eigentliche wissenschaft- 
liche Bedeutung — die muß vielmehr in seinen technischen 
Arbeiten gesehen werden. 

In rascher Folge erschien die Mehrzahl derselben vor und 
in seiner Züricher Zeit und brachte seinen Namen in der ge- 
samten technischen Welt des In- und Auslandes sehr bald zu 
hohem Ansehen. 

Ihre Bedeutung, ihre mächtige Wirkung auf die Entwick- 
lung der betreffenden Wissenszweige ist so oft und eingehend 
von sachverständiger Seite gewürdigt worden, daß an dem 
Gesamtbilde wohl kaum noch eine wesentliche Änderung ein- 
treten dürfte und so kann ich mich darauf beschränken hier an 
dieser Stelle nur einiges bereits feststehendes kurz vorzuführen. 

Die technisch wissenschaftliche Lebensarbeit von Zeüneb 
konzentriert sich im wesentlichen in vier Werken, von denen 
die drei ersten, wie schon bemerkt, in Zürich entstanden 
sind. Als Signatur derselben, vor allem der letzteren, dürfte 
es zu bezeichnen sein, daß sie zur rechten Stunde erschienen 
und einem tief gehenden, allgemein gefühlten Bedürfnisse ent- 
gegengekommen sind. Dann aber zeigt sich in ihnen eine 
ungemein glückliche Verbindung von Theorie und Praxis. 

In hervorragender Weise tritt das schon in seinem ersten 
Werke über Schiebersteuerungen hervor, das im Jahre 1858 
erschienen ist. In einer Neujahrsnacht, als er des Augenblickes 
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harrte, wo Glocken ton vom Züricher See her das neue Jahr 
begrüßen sollte, entdeckte er die Figur des Schieberdiagrammes. 
Wenn diese Entdeckung auch nicht als seine tiefste bezeichnet 
werden kann, so ist sie doch rein äußerlich vielleicht die 
erfolgreichste. Vor dieser Entdeckung war man bei dem Ent- 
würfe von Schiebersteuerungen auf mühsames Probieren an- 
gewiesen, wobei jede Übersicht des Einflusses der einzelnen 
Elemente besonders bei den komplizierten Kulissen und Schieber- 
steuerungen verloren ging. Das wurde durch das ZEUMERsche 
Diagramm und durch die anschließende graphische Behandlung 
der Schieberbewegung mit einem Schlage geändert. 

Seine Methoden fanden die rascheste Verbreitung und 
wurden zum unentbehrlichsten Hülfsmittel des Konstrukteurs, 
denn nun war es nicht nur möglich, leicht und rasch die 
Lösung vorliegender spezieller Aufgaben zu finden, sondern 
auch neue Steuerungssysteme zu beurteilen und zu entdecken. 

Diesem ersten Werke folgte bald das Werk über die 
mechanische Wärmetheorie, das als das wissenschaftlich be- 
deutungsvollste bezeichnet werden kann und in wiederholten 
Neuauflagen in vertiefter und erweiterter Form erschien. 

Auf theoretischem und experimentellem Wege waren durch 
Cabnot, Mayer, Clausiüs, Clapeyron, W. Thompson, Ran- 
kine u. a., dann durch Joule, Hirn und Regnault die An- 
schauungen über den Zusammenhang zwischen Wärme und 
Arbeit von den verschiedensten Standpunkten aus geklärt 
worden — den Kreisen der Ingenieure waren diese Lehren aber 
bis zum Erscheinen des ZEUNERschen WerkeB fast völlig fremd 
geblieben. Hier greift das ZEUNERsche Werk ein, das sich 
vornehmlich die Aufgabe stellte, die Gesetze der mechanischen 
Wärmetheorie den Maschineningenieuren klar zu legen. Diese 
Aurgabe hat Zeuner in glänzender Weise gelöst. Die analy- 
tischen Untersuchungen sind klar, eindringlich und einfach 
und werden wesentlich durch geometrische Betrachtungen und 
graphische Darstellungen erleichtert. Die dem Texte beige- 
fügten Figuren, besonders die schematischen Darlegungen grund- 
legender Vorgänge in Maschinen und Apparaten sind meister- 
haft gewählt und vorbildlich geworden. So ist es gekommen, 
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daß, wie Herr Mollier sagt, alle Ingenieure Deutschlands 
und zum großen Teile des Auslands diesem Werke ihre Kennt- 
nisse der genannten Wissenschaft verdanken und auf dieses 
Werk auch heute noch in erster Linie zurückgreifen, wenn 
im praktischen Leben wärmetheoretische Fragen an sie heran- 
treten. Zeuner hat sich aber nicht nur mit der Darlegung 
der allgemeinen Prinzipien der Thermodynamik begnügt, ihm 
lag es daneben daran, eine Theorie der kalorischen Maschinen 
besonders der Dampfmaschinen auf Grund der mechanischen 
Wärmetheorie zu entwickeln. Dieser Teil bringt auch inhalt- 
lich wesentlich neues und hat mächtig in die Entwicklung 
der betreffenden Disziplinen eingegriffen. Rastlos ist dieselbe 
durch die Mitwirkung vieler Ingenieure weiter gefördert worden 
und wenn es sich hierbei ergab, daß die Praxis Erscheinungen 
zeitigte, die den ZEUNERschen Annahmen nicht immer unter- 
geordnet werden können, so kann das dem Werte des Werkes 
als grundlegendem keinen Abbruch tun. Es ist das um so 
weniger möglich, als unter denen, die jene neuen Erscheinungen 
mit der Theorie in Einklang zu bringen suchten, sich eine 
große Zahl von Zeuners besten Schülern fanden und ferner 
Zeuners Schriften sich hierbei als wertvollstes Werkzeug 
gezeigt haben. 

Ich bin am Schlüsse meiner Betrachtungen angelangt. 
Glänzend ist das Bild, das sich uns bei der Betrachtung des 
Lebens und des Wirkens von Gustav Zeuner entrollt hat 
Nach dreierlei Richtungen hin tritt er uns als hochstehender, 
hervorragender, seiner Zeit teilweise vorauseilender Mann ent- 
gegen, der es verstanden hat, seinen Namen untrennbar mit 
der Entwicklung dreier Hochschulen und mit der Entwicklung 
der technischen Wissenschaften unserer Zeit zu verbinden und 
sich in den Herzen seiner Schüler ein unvergängliches Denk- 
mal zu setzen. Aus all dem hohen, vielseitigen und starken 
Streben und Wirken seines Lebens aber tritt uns bei tieferem 
Eindringen immer klarer und deutlicher ein einheitliches Bild 
entgegen, das Bild eines Mannes, der auf das wesentlichste 
dazu beigetragen hat, dem Namen des deutschen Ingenieurs 
das hohe Ansehen zu verschaffen, das er heute besitzt. 



Digitized by Google 



Gustav Z ei neb. 



351 



Benutzte Literatur. 

1. Gustav Zeunkb. Schweizerische Bauzeitung 1898. 

2. Festschrift zur Feier des fünfzigjährigen Bestehens des eidgenössischen 
Polytechnikums. Erster Teil 1905. 

3. Zur Erinnerung an den großen Forscher und Lehrer der Technik 
Gustav Zkuneb. Sozial -Korrespondenz 1907. 

4. Nachruf auf Zkuneb von Mollieb. Dresdner Bezirksverein deutscher 
Ingenieure 1907. 

5. Nachruf auf Zkuneb von Mollieb. Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1908. 

6. Gustav Anton Zeuneb. Nachruf von Helm. Naturwissenschaftliche 
Rundschau 1908. 

Außer einer großen Anzahl von Abhandlungen erschienen von Zkuneb 
folgende größere Werke: 

1. Die Schiebersteuerungen mit besonderer Berücksichtigung der 
Lokomotiven-Steuerungen. Freiberg 1858. 6. Auflage, Leipzig 1904. 
Auch in französischer Sprache von Debize und M&bijot, Paris 1869 
und in zwei englischen Übersetzungen, London 1869 und 1884 er- 
schienen. 

2. Grundziige der mechanischen Wärmetheorie. Leipzig 1860. 2. Auflage 
1866. Neuer Abdruck derselben 1877. Französische Übersetzung 
von Cazin und Abnthal, Paris 1869. 3. Auflage unter dem neuen 
Titel: Technische Thermodynamik. Leipzig 1887— 1890. Zweite Auf- 
lage 1900 und 1901. Dritte Auflage 1905 und 1906. 

3. Über das Wanken der Lokomotiven. Zürich 1 861. 

4. Das Lokomotiven-Blasrohr. Zürich - Leipzig 1863. Französisch von 
Pibon 1864. 

5. Abhandlungen aus der mathematischen Statistik. Leipzig 1869. 
Italienisch Rom 1883. 

6. Vorlesungen über Theorie der Turbinen. Leipzig 1899. 



Drockfertig erklkrt 25. XU. 1908.] 

M:ith.-phyt. Klwe 1908. Bd. LX. 26 



Digitized by Google 



353 



ADOLPH MAYEH 



NEKROLOG 

GESPROCHEN IN DER ÖFFENTLICHEN GESAMTSITZUNG 
BEIDER KLASSEN AM 14. NOVEMBER 1908 



VON 



0. HÖLDER, o. m. 



26' 



Digitized by Google 



355 



Am ii. April 1908 verschied in Gries bei Bozen 
Adolph Mater. In ihm haben wir ein hochgeschätztes, 
treues Mitglied verloren, das unserer Gesellschaft seit 1877 
angehört hat. Von 1883 bis 1901 war er stellvertretender 
Sekretär der mathematisch -physischen Klasse. 

Mayer ist am 15. Februar 1839 hier in Leipzig geboren. 
Er entstammte einer im 17. Jahrhundert aus St Gallen ein- 
gewanderten Familie, deren Glieder, seitdem sie in Leipzig 
ansässig waren, stets dem Kaufmannsstand angehört und zwar 
meistens sich dem Bankfach gewidmet hatten. Seine Mutter 
ist ihm früh gestorben. Wissenschaftliche Begabung und 
Neigung wiesen ihn auf ein Universitätsstudium hin, und er 
wandte sich, nachdem er die Thomasschule absolviert hatte, 
nach Heidelberg, ursprünglich in der Absicht, Chemie zu 
studieren. Von Anfang an dehnte er dort seine Interessen 
auf Mathematik und Mineralogie aus. Er besuchte zwischen- 
durch auch die Universität Göttingen, wo er besonders bei 
dem Mathematiker Stern hörte, und promovierte in Heidel- 
berg mit einer mathematischen Arbeit. Es war vor allem 
die Anregung, die er an diesem Ort durch Otto Hesse er- 
fahren hatte, die ihn bestimmte, sich von nun an ganz der 
Mathematik zu widmen, wobei er aber die mathematische 
Physik nicht vernachlässigte. 

Mater brachte nach der Promotion ein Semester in 
Leipzig zu, wandte sich dann nach Heidelberg zurück, siedelte 
aber im Herbst 1862 nach Königsberg über. In dem Kreis 
des Franz NEUMANNschen mathematisch -physikalischen Se- 
minars, in den er dort eintrat, und der auch persönlich eng 
zusammen hielt, hat Mayer manchen Freund gewonnen, mit 
dem er das ganze Leben hindurch in persönlicher und wissen 
schaftlicher Verbindung gewesen ist Bis August 1865 blieb 
er in Königsberg. Hier hörte er auch die Vorlesungen von 
Richelot, und es ist eine von Righelot gegebene Anregung 
gewesen, die ihn auf das der Variationsrechnung angehörende 



Digitized by Google 



356 



0. Höli.kk: 



Thema seiner Habilitationsschrift gebracht hat, mit der er 
sich im Jahr 1866 in Leipzig die venia legendi erwarb. 

Im Dezember 1871 wurde er zum außerordentlichen 
Professor befördert Die Vorlesung, die er beim Antritt 
seiner Professur gehalten hat, handelte von der Geschichte 
des mechanischen Prinzips der kleinsten Aktion. Bald nach 
der Ernennung zum Extraordinarius, im Jahr 1872, hat 
Mayer mit Margarete Weigel den Ehebund geschlossen, 
der fflr die ganze Folgezeit die Grundlage seines Lebensglücks 
und damit auch seiner fortgesetzten Schaffensfreude gewesen 
ist. Nicht lange nachher erhielt er einen Ruf nach Freiburg 
Es war teils die Anhänglichkeit an die Universität Leipzig, 
der er auch später treu geblieben ist und in deren Interesse 
er stets in der uneigennützigsten Weise gewirkt hat, teils die 
Anhänglichkeit an unsere Stadt, vor allem aber die zarte Rück- 
sicht gegen seinen alternden Vater, die ihn veranlagte , dem 
Ruf zu entsagen. 1 88 1 wurde er ordentlicher Honorarprofessor, 
im Jahr 1890 Ordinarius. 

Im Frühjahr 1900 wurde Mater auf sein Ansuchen 
dauernd beurlaubt. Kurze Zeit hat er dann nur seinen wissen 
schaftlichen Arbeiten gelebt; bald aber nahm er die ihm lieb 
gewordenen Vorlesungen wieder auf und hielt auch wieder 
Übungen ab. In den Übungen pflegte er ancb seinen Schülern 
persönlich näher zu treten, denen er ein hilfreicher Freund 
war. Im Anfang des Jahres 1 908, mitten im Semester, mußte 
er seine Wirksamkeit einstellen. Er suchte im Süden Heilung 
von einem Leiden, das ihn schon längere Zeit bedrückte, und 
sollte zu unser aller Leide nicht mehr lebend von dort zu- 
rückkehren. 

Mayers wissenschaftliche Tätigkeit bewegte sich im 
wesentlichen in den Gebieten der Differentialgleichungen, der 
Variationsrechnung und der Mechanik. Besteht zwischen 
diesen Gebieten an sich ein natürlicher Zusammenhang, so 
bildeten sie für Mayer in noch höherem Sinne eine Einheit, 
da seine Habilitationsschrift ihn auf das Prinzip der kleinsten 
Aktion geführt hat, das in seinen Interessen lange eine her- 
vorragende Rolle spielte. Verwandelt doch diese* Prinzip 
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die Probleme der Mechanik in Variationsaufgaben, bei deren 
Behandlung dann gewöhnliche und partielle Differential- 
gleichungen in gegenseitigem Zusammenhang auftreten. 

Sucht man den Einfluß festzustellen, den andere Mathe- 
matiker oder deren Werke auf Mayer ausgeübt haben könnten, 
so findet man diesen Einfluß nicht gerade bei denen am 
größten, deren Vorlesungen er gehört hat. Die Arbeitsweise 
Mayers stimmt am meisten mit derjenigen analytischen 
Richtung überein, die Jacobi in seinen berühmten Vor- 
lesungen über Dynamik innegehalten hat, welche Vorlesungen 
ja auch die allgemeine Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit enthalten. Mayer pflegte 
auch selbst eine Vorlesung von ähnlichem Plan unter dem 
Titel der Dynamischen Differentialgleichungen zu lesen, um 
die sich ein großer Teil seiner wissenschaftlichen Arbeit 
gruppiert hat. Auf die Wahl der Stoffe seiner Untersuchungen 
hat wohl auch die nahe Beziehung gewirkt, die er in den 
letzten Jahren von Clebsch zu diesem unterhalten hat, 
während er die Eleganz, mit der er seine Probleme behandelte, 
neben seiner eigenen Begabung wohl dem Vorbild seines 
ersten Lehrers Hesse verdankt. 

Im folgenden werden nicht alle, aber doch die meisten 
Arbeiten Mayers besprochen werden. Die erste von denen, 
die dem Gebiet der partiellen Differentialgleichungen ange- 
hören, hat er 1871 veröffentlicht. 1 ) Sie betraf die sogenannte 
erste Ja cOBische Integrationsmethode der Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Jacobi hatte diese Methode aus den Unter- 
suchungen von Hamilton und Pfaff abstrahiert, und sie 
kommt im Grund auf die Integrationsmethode Cauchys hinaus, 
die damals Jacobi noch unbekannt war. Diese Methode hat 
in der an sich übersichtlichen JACOBischen Form den Nach- 
teil, daß sich ihr gewisse spezielle Fälle nicht fügen. Mayer 
deckte den wahren Grund dieser Ausnahmen auf, der darin 
besteht, daß in diesen Fällen eine Determinante verschwindet, 
und gab eine Modifikation der Methode, durch die auch die 
Ausnahmefalle bewältigt werden können. 

1) Mathematische Annalen Bd. 3, S. 435. 
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Im folgenden Jahre entdeckte Mayer in demselben Ge- 
biet ein wichtiges Resultat. 1 ) Er studierte den Zusammen- 
hang zwischen den Systemen linearer homogener partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung und Systemen von 
linearen totalen Differentialgleichungen, die „unbeschränkt 
integrabel", d. h. ebensovielen unabhängigen endlichen Glei- 
chungen mit ebensovielen willkürlichen Konstanten äquivalent 
sind. Er fand, daß ein solches System von m — u totalen 
Differentialgleichungen in m Variabein sich auf ein einziges 
System von m — p gewöhnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung zurückführen laßt. Daraus ergab sich ihm dann das 
Theorem, daß die Integration eines nach der Bezeichnung von 
Olebsch „vollständigen" Systems von p linearen homogenen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in m unab- 
hängigen Variabein auf die Integration eines Systems von m— u 
gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zurück- 
kommt. Dieses Resultat kann auch ohne die Hinzuziehung 
der totalen Differentialgleichungen abgeleitet werden; 2 ) es ist 
aber offenbar der Zusammenhang mit diesen gewesen, der 
Mayer auf die Substitution geführt hat, die das genannte 
Theorem erschließt. Durch dieses Theorem wurde nun die 
Zahl und Ordnung der Operationen, die zur Integration eines 
^vollständigen Systems" erforderlich sind, bedeutend verringert. 
Damit wurde aber auch an der sogenannten zweiten JACOBlschen 
Integrationsmethode, d. h. an der eigentlichen JACOBlschen 
Methode, die ein beliebiges simultanes System von partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung auf die Integration der 
vollständigen Systeme linearer homogener Gleichungen zurück- 
führt, die weitgehendste Reduktion vorgenommen, die möglich 
ist, weshalb man jetzt auch von der JACOBl-MAYERschen Integra- 
tionsmethode für die allgemeinen Systeme erster Ordnung spricht 



1) ebenda Bd. 5, S. 448; m. vgl. auch Bulletin des sciences matb. 
et astr. sex. I, tome 11 (1876), p. 87 u. p. 125 und diese Berichte, Bd. 43 
(1891), S. 448. 

2) Vgl. E.Gouksat, Vorlesungen über die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, bearbeitet vonC. Bourlkt, deutsch 
von H. Maser, 1893, p. 57. 
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Nachdem ihm dieser Wurf gelungen war, widmete er 
eich eine Reihe von Jahren, bis 1877, ausschließlich den ver- 
schiedenen Integrationstheorien der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung und den damit zusammenhängenden 
Theorien. Er machte 1872 *) die eben veröffentlichte neue 
Methode von Lie dadurch allgemeiner zugänglich, daß er von 
dem Fundamentaltheorem Lies, auf dem die Methode beruht, 
und das besagt, daß die Integration eines Involutionssystems 
von m Gleichungen mit n unabhängigen Variabein auf die 
Integration einer einzigen Gleichung mit n — m + 1 unab- 
hängigen Variabein zurückkommt, analytische Beweise gab 
Mayer hat dann auch die Li Esche Methode etwas erweitert*) 
und den Begriff der Berührungstransformation, im Zusammen- 
hang mit dem Lie seine Methode gefunden hatte, in den 
Kreis seiner Untersuchungen gezogen. Er gab 1874 ein ein- 
faches, von der Theorie des PFAFFschen Problems unab- 
hängiges Verfahren an, die Bestimmung aller Berührungs- 
transformationen auf gewöhnliche Differentialgleichungen zu- 
rückzuführen, 8 ) während Lie diese Aufgabe als einen speziellen 
Fall des PFAFFschen Problems aufgefaßt hatte. Auf die 
Berührungstransformationen ist er später (1893) wieder zu- 
rückgekommen in einer Arbeit, deren Zweck es war, die Lehre 
von den infinitesimalen Transformationen, insbesondere Be- 
rührungstransformationen, unabhängig von der allgemeinen 
Theorie der Transformation sgmppen darzustellen und dadurch 
die zum Verständnis jener Begriffe und ihrer Anwendungen 
notwendigen Vorkenntnisse zu verringern.*) 

1876 hat Mayer eine andere Integrationsmethode der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die älter 
ist als die seinige, die aber mehr Operationen zur Durch- 
führung erfordert, näher untersucht. 5 ) Es war dies die 
WsiLERsche Methode, auch, wie Mayens eigene, eine Ver- 

1) Göttinger Nachrichten 1872, S. 467; vgl. auch Math. Annalen 
Bd. 6 (1873), S. 162 u. S. 192. 

2) Math. Annalen Bd. 8 (1875), S. 313. 

3) Gött. Nachr. 1874, 8.317 u. Math. Annalen Bd. 8 (1875), S. 304. 

4) Diese Berichte 1893, S. 697. 5) Annalen Bd. 9, S. 347- 
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einfachung der zweiten JACOBlschen Methode. Mayer stellte 
das Weile Rache Verfahren in verschiedenen Punkten richtig 
und gab zum ersten Mal eine wirklich klare Darstellung des 
Verfahrens. 

Nach dem Jahr 1877 hat sich Mater weniger mit den 
Differentialgleichungen beschäftigt, doch hat er in dieser Zeit 
auch außer der schon erwähnten Arbeit Über die infinitesi- 
malen Berührungstransformationen noch einige andere ver- 
öffentlicht, die sich in dem mit den Differentialgleichungen 
unmittelbar zusammenhängenden Gebiet bewegten. So hat 
er 1880 das PFAFFsche Problem behandelt. 1 ) Er wies zum 
ersten Mal darauf hin, daß bei der PFAFFschen Lösung dieses 
Problems nur für den Fall, daß eine gewisse Determinante 
nicht verschwindet, wirklich bewiesen wird, daß die Lösung 
— wenn die Zahl der unabhängigen Variabein des umzu- 
formenden PFAFFschen Ausdrucks gerade ist — möglich ist. 
Es wird also in dem Fall, in dem die betreffende Determi- 
nante gleich Null ist, im Grund die Existenz der Lösung 
vorausgesetzt, und es werden dann erst nachträglich auf Grund 
dieser Voraussetzung gewöhnliche Differentialgleichungen für 
die Lösung aufgestellt. Mayer gab nun für den genannten 
Fall wirklich sichere Grundlagen der PFAFFschen Methode. 
1890 hat er sich mit gewöhnlichen Differentialgleichungen 
beschäftigt und dabei für gewisse Typen die Kriterien der 
allgemeinen vollständigen Integrierbarkeit, d.h. der allgemeinen 
ZurückfÜhrbarkeit auf Quadraturen angegeben. 8 ) 

Ich wende mich jetzt den Arbeiten zu, die der Variation« 
rechnung angehören. Die Habilitationsschrift*) aus dem 
Jahr 1866, die hierher gehört, ist bereits kurz erwähnt worden. 
Es handelt sich in dieser Arbeit um die Maxima und Minima 
der einfachen Integrale in dem Fall, daß n unbekannte Funk- 
tionen y v y v • • y n sammt ihren ersten Differentialquotienten 

1) Aunalen Bd. 17, S. 523. 

2) Diese Berichte Bd. 42, S. 491. 

3) Beiträge zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen 
integrale, 1866; m. vgl. dazu Journal für die reine und angewandte 
Math. Bd. 69, 8. 238. 
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unter dem Integral stehen, und außerdem gewisse Differential- 
gleichungen erster Ordnung als Bedingungsgleichungen gegeben 
sind. Clebsch hatte bereits für diesen Fall eine Umformung 
der zweiten Variation des Integrals gefunden, die der für den 
einfachsten Fall schon von Leoendke aufgestellten entspricht. 
Die in der zweiten Variation unter dem Integral stehende 
Funktion wurde von Clebsch in drei Teile zerlegt. Der 
erste Teil ist eine quadratische Form F gewisser n Größen, 
die aus den Variationen dy lf dy if • • öy n und ihren Ableitungen 
linear und homogen gebildet sind. Der zweite Teil ist der 
totale Differentialquotient einer quadratischen Form der Vari- 
ationen öy lf dy if • • dy n selbst, und der dritte ein linear und 
homogen aus den linken Seiten der Bedingungsgleichungen 
gebildeter Ausdruck. Es kommt dann, da die Variationen dy ly 
äVn" äff* an den Enden des Integrationsintervalls verschwinden 
sollen, schließlich nur auf den ersten der drei Teile an, der 
das Vorzeichen der zweiten Variation erkennen läßt. 

Die Möglichkeit der genannten Umformung ist aber noch 
an eine Forderung geknüpft. Es tritt eine Determinante auf, 
deren Elemente außer von der unabhängigen Variabein noch 
von willkürlichen Eonstanten abhängen, und es müssen sich 
diese Konstanten so bestimmen lassen, daß die Determinante 
in dem ganzen Integrationsintervall x 0 • • • x x von Null ver- 
schieden ist. 

Mayer hat nun gezeigt, daß jene Determinante abgesehen 
von einem von der unabhängigen Veränderlichen x unab- 
hängigen Faktor bei passender Bestimmung jener Konstanten 
mit der Determinante 



dy x dy, ... a_y. 
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zusammenfällt. In dieser Determinante sind y lf y if die 
Funktionen, welche die Differentialgleichungen lösen, die ans 
dem Nullsetzen der ersten Variation sich ergeben haben, und 
die noch die willkürlichen Konstanten Cj,«,, •• ^„ enthalten. 
Diese Konstanten sind aber in der Determinante nachträglich 
so zu spezialisieren, wie es der zu untersuchenden Losung der 
Differentialgleichungen entspricht. Er konnte nun schließen, 
daß die zweite Variation gleich Null gemacht werden kann, 
wenn die auf der Seite von dem x 0 nächstliegende Wurzel 
der „Grenzgleichung" z/ (x, x Q ) = o in dem Integrations- 
intervall x 0 ■ • • x x gelegen ist oder mit x^ zusammenfallt, 
während andererseits, wenn die genannte Wurzel außerhalb 
des Intervalls liegt, die zweite Variation nur ein Vorzeichen 
annehmen und nicht verschwinden kann, falls jene quadratische 
Form F unter den betreffenden Bedingungen definit ist So 
gelangte Mayer zu der wahren expliziten Form der verallge- 
meinerten JACOBischen Bedingung. 

Matek hat angegeben, daß er den Zusammenhang der 
beiden Determinanten an speziellen Integralen bemerkt habe, 
deren Maxima und Minima er auf Grund einer Anregung 
von Richelot untersucht hat. Es bewahrheitete sich also 
auch an ihm, der seinen Herleitungen und Darstellungen die 
größte Allgemeinheit zu geben liebte, die Tatsache, daß wichtige 
und fruchtbare Beziehungen allgemeiner Art vielfach zuerst 
auf induktivem Wege gefunden werden. 

Mayer hob selbst hervor, daß gewisse Fälle vorhanden 
sind, in denen die Strenge der Schluß weise nicht behauptet 
werden kann, und die noch einer näheren Untersuchung be- 
dürfen. Streng genommen bedarf auch der Schluß auf das 
wirkliche Vorhandensein eines Extremums in dem Fall, daß 
die zweite Variation nur ein Vorzeichen haben und nicht 
gleich Null werden kann, und der Schluß auf das Nichtstatt- 
finden eines Extremums in dem Fall, daß die zweite Variation 
verschwinden kann, noch eines Beweises, selbst dann, wenn 
es sich nur um das sogenannte schwache 1 ) Extremum handelt, 

i) Im einfachsten Fall der Variationsrechnung heifit ein Extremnm 
ein schwaches, wenn, geometrisch gesprochen, die Kurve, die das Ex- 
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Doch dies ist erst später erkannt worden und zwar von 
Weierstrass, der allerdings seine Untersuchungen nur in 
Vorlesungen bekannt gab, und von dem leider so früh ver- 
storbenen Ludwig Scheeffer, dessen Arbeiten Mater aufs 
höchste geschätzt hat. Auch die LAORANGEsche Multiplikatoren- 
methode, die Mayer angewendet hat, um die Bedingungs- 
gleichungen zu berücksichtigen, war damals noch nicht be- 
wiesen. Sie hat ihm den Stoff zu späteren Arbeiten geliefert. 

1877 hat Mater die Kriterien des Maximums und Mini- 
mums bei den isoperimetrischen Problemen untersucht. 1 ) Er 1 
hat dabei ein Reziprozitätsgesetz gefunden, das in dem ein- 
fachsten Fall darauf hinauskommt, daß die Funktion, die unter 
dem Integral steht, das ein Extremum werden soll, mit der- 
jenigen Funktion, die in der Bedingungsgleichung unter dem 
Integral vorkommt, vertauscht werden kann. Es kommt ihm 
auch bei dieser Untersuchung hauptsächlich auf die Diskussion 
der zweiten Variation an. Um dabei die Resultate der Ha- 
bilitationsschrift anwenden zu können, faßt er die isoperi- 
metrischen Probleme, in denen Integralbedingungen vorge 
schrieben sind, als spezielle Fälle des allgemeineren Problems 
auf, in dem die Bedingungen in Form von Differentialgleichungen 
gegeben sind. Die Multiplikatorenmethode kommt auch hier 
wieder zur Anwendung; es ergibt sich aber hier sofort, daß 
die Multiplikatoren, die beim allgemeinen Problem Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen sind, sich auf Konstanten 
reduzieren. Darauf, daß eine solche Konstante in einem Fall, 
in dem Unstetigkeiten der Differentialquotienten der zu be- 
stimmenden Funktionen zugelassen sind, nicht in verschiedenen 
Intervallen verschiedene Werte haben kann, hat Mater aus- 
drücklich hingewiesen. 

Integrale mit variabeln Grenzen hat er zuerst im Jahr 1884 
betrachtet. 2 ) Er ging dabei von der bekannten Auffassung 

tremum vorstellen soll, nur mit aolchen verglichen wird, die nicht bloß 
in ihrer Nähe verlaufen, sondern auch in den Richtungen wenig von 
ihr abweichen. 

1) Diese Berichte Bd. 29, S. 114 und Annalen Bd. 13 (1878), S. 53. 

2) Ber. Bd. 36, S. 99. 
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aus, daß in diesem Fall das Problem in zwei Teile geteilt 
werden kann, indem zuerst, geometrisch gesprochen, die zu 
bestimmende Kurve — im einfachsten Fall — zwischen ihren 
Endpunkten denselben Vorschriften zu genügen hat, die gelten 
müßten, wenn das Problem eines Extremums bei festgehaltenen 
Endpunkten gestellt wäre, und dann noch eine Aufgabe des 
gewöhnlichen Maximums oder Minimums zur Bestimmung 
der nicht bekannten Endpunkte selbst zu lösen ist. Mayek 
fand, daß diese zweite Aufgabe sich leicht behandeln läßt> wenn 
man die Differentialgleichungen, die sich aus dem ersten Teil- 
problem ergeben, durch ZurückfÜhrung auf ihre HAMiLTONsche 
partielle Differentialgleichung integriert hat. Mayer ging 
dabei auf die Größen zweiter Ordnung der Entwicklungen 
ein und setzte voraus, daß auch hinsichtlich der diese Größen 
betreffenden Kriterien das Problem durch seine Teilprobleme 
gleichwertig ersetzt werden kann. Er hat erst später, im 
Jahr 1896, die Frage nach der Berechtigung der Zerlegung 
der Aufgabe aufgeworfen und durch eine doppelte rechnerische 
Durchführung des Problems, einerseits nach der Zerlegungs- 
methode und andererseits in ungeteilter Behandlung, gezeigt, 
daß sich dabei dieselben Kriterien ergeben. 1 ) 

Im Jahr 1885 hat Mayer einen Beweis der LAGRANGEschen 
Multiplikatorenmethode erbracht; es ist dies für den allge- 
meinen Fall, in dem Bedmgungsdiiferentialgleichungen vor- 
geschrieben sind, die erste Begründung der Methode, die ge- 
geben worden ist. 2 ) Er hatte, wie ich schon erwähnte, in 
seinen früheren Arbeiten die Multiplikatorenmethode „ge- 
wissermaßen als Axiom" akzeptiert Eine mündliche Diskussion 
mit Ludwig Scheeffkh, der die Methode für den Fall der 
isoperimetrischen Probleme bewiesen hatte, gab Mayer die 
Anregung zur Auffindung des allgemeinen Beweises. 

Er ging von dem Integral 

M*, y[ r >y' n )dx 

1 ) Ber. Bd. 48, S. 436. 

2) Ber. Bd. 37, S. 7; vgl. auch Annalen Bd. 26 (1886), 8. 74 
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aus, in dem n Funktionen y ly --y n der unabhängigen Ver- 
änderlichen x samt ihren Ableitungen vorkommen, die noch 
durch die Bedingungsdifferentialgleichungen 

aneinander geknüpft sind und für x «= x 0 und a; = x x vorge- 
gebene Werte haben. Er machte nun zunächst den Ansatz, 
daß er die erste Variation 

sjfdx 

gleich Noll setzte für solche Variationen dy ly dy it - • • dy n der 
Funktionen y XJ y %> • y n> welche die Gleichungen 

l) 6<p k =>0 (4 = 1,8,. - m) 

erfüllen und an den Enden des Integrationsintervalls ver- 
schwinden. Für diesen bekannten Ansatz hat er keinen be- 
sonderen Beweis gegeben. 1 ) Die Gleichungen 1) lassen nun 
a — m von den Variationen dy ly dy 2 , • • dy n willkürlich. An- 
genommen, es seien die Gleichungen 1) so beschaffen, daß 
man sie gerade nach den Differentialquotienten der Variationen 

-m + lt 

auflösen kann, so sollen die übrigen Variationen 

3) *yi>*yi,'--*y*- m 

versuchsweise einmal beliebig, nur so, daß sie für x = x 0 
und x = x t verschwinden, angenommen werden. Die Vari- 
ationen 2) würden sich nun aus den Differentialgleichungen 1) 
und daraus, daß auch sie für x = x 0 gleich Null sein müssen, 
für das ganze Intervall ergeben, und es würden dann die 
Werte dieser Variationen sich im allgemeinen nicht auch 
für x — x t von selbst gleich Null herausstellen. Die Be- 
dingung, der zu Folge die Variationen 2) für x = x x ver- 
schwinden sollten, die anfangs mit gestellt wurde, muß also 
eine weitere Beschränkung der Variationen 3) bewirken. 

1) Der Ansatz bedarf des Beweises. Vgl. A. Kxkseb, Lehrbuch der 
Variationsrechnung, 1900, S. 228 bis 235, wo dieser Punkt zum ersten 
Mal für den Fall von Bedingungsdifferentialgleichungen erledigt ist. 
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Mayer hat nun gefunden, daß diese Beschrankung dadurch 
ausgedrückt wird, daß ein von x 0 bis x x erstrecktes Integral, 
unter dem die Variationen 3) linear und homogen vorkommen, 
gleich Null sein muß. Damit war nun die weitere Behandlung 
der Frage auf eine den isoperimetrischen Problemen analoge 
Aufgabe gebracht, und diese wurde von Mater nach Analogie 
des von Scheeffer bei den isoperimetrischen Problemen be- 
nutzten Verfahrens, dessen Grundgedanke von Weierstrass 
herrührt, 1 ) gelöst. 

Diesen Beweis hat Mayer 1895 auf das allgemeinste 
Problem der Variationsrechnung mit einer unabhängigen Ver- 
änderlichen ausgedehnt. 8 ) Dieses allgemeinste Problem hatte 
er schon 1878 so gefaßt, 8 ) daß er m Differentialgleichungen 
mit n gesuchten Funktionen der einen Veränderlichen x 
und m < n angenommen hatte; es sollten dabei für x = x Q 
die Werte aller Funktionen , für x = x x dagegen nur die 
Werte von n — 1 der Funktionen gegeben sein, während der 
Wert der wten Funktion für das Argument x = x x unter den 
angenommenen Bedingungen ein Extrem um werden sollte. 
Dieses Problem hatte Mayer damals behandelt, indem er die 
Multiplikatorenmethode als richtig vorausgesetzt hatte. 

Bei den Beweisen für die Multiplikatorenmethode kam 
naturgemäß nur die erste Variation in Betracht. Die früher 
besprochenen Arbeiten Mayers aus dem Gebiet der Variations- 
rechnung beschäftigten sich alle mit der zweiten Variation, 
also im Grunde mit den feineren Bedingungen des schwachen 
Extremums. Die hinreichenden Bedingungen eines starken 
Extremums hat Mayer nicht bearbeitet. Vielleicht waren die 
Studien, die er in den letzten Jahren dem HiLBERTschen Un- 
abhängigkeitssatz gewidmet hat, 4 ) d er mit den Weierstr ASSschen 
Untersuchungen über das starke Extremum in naher Beziehung 
steht, als eine Vorbereitung dazu gedacht. 

Die Arbeiten Mayers über die gewöhnlichen Maxima 
und Minima möchte ich im Anschluß an die Variationsrechnung 

1) Vgl. Math. Annalen Bd. 25, 8. 583. 2) Ber. Bd. 47, S. 129. 

3) Ber. Bd. 30, S. 16. 

4) Ber. Bd. 55 (1903), S. 131 ; Bd. 57, S. 49 und 8. 313. 
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erwähnen. Er hat im Jahr 1881 eine Untersuchung über die 
Frage veröffentlicht 1 ), unter welchen Bedingungen ein von 
einem Punkt auf eine krumme Oberfläche gefälltes Lot wirklich 
einen größten oder kleinsten Abstand des Punkts von der 
Oberfläche darstellt. Mayer fügte hier den bekannten Re- 
■ sultaten, die sich auf die Krümmungsradien beziehen und sich 
aus der Betrachtung der Glieder zweiter Ordnung in den be- 
nutzten Entwicklungen ergeben, einige neue und elegante 
Sätze hinzu, zu deren Beweis die Glieder dritter Ordnung 
beigezogen werden müssen. Er zeigte zugleich, daß die Re- 
sultate, wenn sie analytisch gefaßt werden, sich auf den Fall 
von beliebig vielen Variabein ausdehnen lassen. Es ist dies 
die einzige geometrische Arbeit Mayers. 

Noch einige Male ist er auf die Theorie der gewöhnlichen 
Maxiraa und Minima zurückgekommen. Von diesen Arbeiten 
möchte ich besonders die im Jahr 1892 verfaßte') hervor- 
heben, in der er die schwierigen Fälle untersucht hat, in 
denen die Glieder zweiter Ordnung in der Entwicklung der 
Funktion, die ein Extremum werden soll, eine semidefinite 
Form bilden. Er hat dabei eine eigentümliche Definition des 
Extremums benutzt. So wird z. B. gesagt, daß eine Funktion 
von drei Veränderlichen f(x lf x 2 , x 9 ) an der Stelle a lf a if a s 
ein Minimum besitze, wenn, geometrisch gesprochen, für jede 
durch a lf a if a 3 gehende Kurve, für die sich die Koordinaten 
in der Nähe der Stelle 04, a if in gewöhnliche Potenzreihen 
eines Parameters entwickeln lassen, in der Entwicklung von 

f(<Pi®, 9a (0) - f(<h> <hy «3) 

das erste nicht verschwindende Glied von gerader Ordnung und 
positiv ist. Wollte man ohne weiteres annehmen, daß das 
Kriterium, das sich auf Grund der erwähnten Definition er- 
geben hat, für ein Extremum im gewöhnlichen Sinn hinreichend 
sei, so würde man eine Hypothese machen, deren Richtigkeit 
in Frage gezogen werden kann. Mater hat deshalb selbst 
den eingeschlagenen Weg für nicht ganz einwurfsfrei erklärt, 
indem er zugleich bemerkte, daß man sich mit weniger strengen 

1) Ber. Bd. 33, S. 28. 2) Ber. Bd. 44, S. 54. 

M&th.-phyi. KUs»e 1908. Bd. LX. 2J 
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Methoden behelfen müsse, wo ein absolut sicheres Fundament 
fehle. Eine Arbeit von Stolz, die befriedigende Fundamente 
gelegt hat, hatte er gerade nicht mehr benutzen können. 

In einer früheren Arbeit (1889) hat Mayer die Rezi- 
prozitätsgesetze entwickelt, 1 ) die im Gebiete der gewöhnlichen 
Maxiina und Minima bestehen und die den von ihm in der 
Variationsrechnung bei den isoperimetrischen Problemen ge- 
fundenen Gesetzen analog sind. 

Mayers erste mechanische Arbeit war historischer Art 
und wurde durch seine Antrittsvorlesung veranlaßt. Diese Un- 
tersuchung der Geschichte des Prinzips der kleinsten Aktion 
ist erst im Jahre 1877 gedruckt worden. 2 ) Er hat hier na- 
mentlich die Anfänge des Prinzips völlig klar gelegt und ins- 
besondere das Verdienst Eulers in das richtige Licht gesetzt, 
der zuerst ein präzises Prinzip, allerdings für einen speziellen 
Fall, aufgestellt hatte, während Maupertuis' Formulierungen 
ganz vager Natur waren. Hinsichtlich der Form, die Lagrang k 
dem Prinzip gegeben und nicht ganz deutlich gefaßt hatte, 
kam er zu dem Ergebnis, daß Lagrange das von uns nach 
Hamilton benannte Prinzip gemeint haben müsse. Diese Auf- 
fassung hat Mayer später als nicht zutreffend erkannt und 
unumwunden zurückgenommen. 3 ) 

Mit dem kinetischen Potential, d. h. mit dem Fall, daß 
das Potential von Massen nicht nur von ihren Lagen, sondern 
auch von ihren Geschwindigkeiten abhängt, hat er sich mehr- 
fach beschäftigt. In der ersten dieser Untersuchungen aus 
dem Jahre 1877 hat er den allgemeinsten Ausdruck des kine- 
tischen Potentials unter der Voraussetzung bestimmt, daß zu- 
gleich das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung erfüllt ist 4 ), d. h. daß die Kräfte so beschaffen sind, 
daß sie im Gleichgewicht sein würden, falls das System starr 
wäre. Viel später (1896) hat Mayer die von v. Helmholtz 

1) Ber. Bd. 41, S. 308. 

2) Geschieht« des Prinzip» der kleinsten Action, Leipzig, 1877, über- 
setzt in Roncomp&gni, Boll. bibl. stör. sc. mat. 1878. 

3) Ber. Bd. 38 (1886), S. 343. 

4) Ber. Bd. 29, S. 86 u. Math. Annalen Bd. 13 (1878), S. 20. 
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aufgestellten Bedingungen bewiesen, denen die in den Koor- 
dinaten und deren ersten und zweiten Ableitungen ausge- 
drückten Komponenten der auf ein materielles System wirkenden 
Kräfte entsprechen müssen, damit ein kinetisches Potential 
existiert. 1 ) Während v. Helmholtz den Beweis seiner Formeln 
nur angedeutet, und Koenigsrerger für den Beweis einen an- 
deren Weg angegeben und zugleich die Formeln bedeutend 
verallgemeinert hatte, benutzte Mater in der erwähnten Ar- 
beit ein besonderes JACOBisches Variationsverfahren, durch 
das dann auch die interessanten KoENiGSBERGERschen Formeln 
mit äußerst wenig Rechnung vollständig hergeleitet werden. 

Aus dem Jahre 1879 ist eine Arbeit 8 ) über die relative 
Bewegung eines Systems irgendwie verbundener materieller 
Punkte um ihren Schwerpunkt. Hier bestimmte Mayer die 
Anzahl und Ordnung der Operationen, die im Sinne der Theorie 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen nötig sind, um die 
Bewegung, die relativ zum Schwerpunkt statt hat, auf bloße 
Quadraturen zurückzuführen. Dabei wird vorausgesetzt, daß 
für diese relative Bewegung das Prinzip der Erhaltung der 
lebendigen Kraft und die drei Flächensätze gelten. Dies ist 
eine Untersuchung ganz im Geist der JACOBischen Dynamik, 
die sich mit den Vorteilen beschäftigt, „welche man bei der 
Integration der Differentialgleichungen der Bewegung aus der 
besonderen Form dieser Gleichungen ziehen kann." In ähn- 
lichem Sinne hat Mayer i 893 die Bewegung eines materiellen 
Punktes auf einer rauhen Kurve oder einer rauhen Fläche 8 ) 
und 1902 die vollständige Bestimmung der Rotation eines 
starren Körpers unter der Voraussetzung, daß seine Winkel- 
geschwindigkeit schon gefunden ist, 4 ) erörtert. 

In den Jahren 1898 bis 1902 hat sich Mayer ausschließ- 
lich mit Mechanik und zwar hauptsächlich mit dem Stoß und 
der Reibung beschäftigt In einer Arbeit 6 ) aus dem Jahr 1898 
hat er gewisse Sätze verallgemeinert, die Routh gegeben hatte, 
und die erlauben, die sämtlichen nach einem Stoß eintretenden 

1) Ber. Bd. 48, S. 519. 2) Ber. Bd. 31, S. 34. 
3) Ber. Bd. 45. S. 379. 4) Ber. Bd. 54, S. 53. 
5) Ber. Bd. 50, S. 246; vgl. auch Bd. 51, 8. 215. 

27* 



Digitized by Google 



370 



0. Holder: 



Geschwindigkeiten durch eine Minimumsaafgabe zu finden, 
falls der Stoß nur darin besteht, daß gewissen Punkten des 
materiellen Systems bestimmte Geschwindigkeitsänderungen 
oder dem ganzen System bestimmte, vorher nicht vorhandene 
Verbindungen plötzlich aufgezwungen werden. Mater setzte 
diese Sätze mit dem GAUSSschen Prinzip des kleinsten Zwangs 
in Verbindung, für das er eine besondere Vorliebe hatte. 

1 899 hat er den Fall betrachtet, daß ein materielles System 
Ungleichungen unterworfen ist, 1 ) und hat einen Trugschluß, 
der sich in die bekannten Arbeiten Ostrogradskys einge- 
schlichen hatte, und der von Study zuerst bemerkt worden 
war, ausfuhrlich dargelegt. Zugleich hat er auch die Stöße unter 
der Voraussetzung behandelt, daß dabei Ungleichungen gelten. 2 ) 

In den eben erwähnten Arbeiten hatte Mayer von Rei- 
bung vollständig abgesehen. 1901 fing er an, die Gesetze 
der gleitenden Reibung in ihren Konsequensen zu untersuchen. 5 ) 
Er beschränkte sich auf den Fall, daß die Reibung nur in 
einem Punkte wirkt. Dabei richtete er sein Augenmerk be- 
sonders auf einen solchen Moment, in dem Ruhe herrscht, 
während in dem unmittelbar darauf folgenden Zeitintervall ein 
Gleiten eintritt.*) Er stellte sich nun eine besondere Frage, 
die vorher noch nicht aufgeworfen worden war. Handelt es 
sich z. B. darum, daß ein und derselbe Punkt des materiellen 
Systems auf einer festen Kurve oder Fläche gleitet, so wird 
dieser Punkt in dem betrachteten kleinen Zeitintervall aus der 
Ruhe heraus eine kleine Geschwindigkeit bekommen, die mit 
seiner Beschleunigung gleiche Richtung hat; es wird deshalb 
die Reibung in dem Zeitintervall der Beschleunigung entgegen- 
gesetzt und absolut gleich dem vollen Produkt von Normal- 
druck und Reibungskoeffizient sein. Nimmt man nun die 
Reibungskraft gleich diesem Produkt in irgend einer Rich- 
tung an, so ergeben die Differentialgleichungen der Bewegung 
zusammen mit den Bedingungsgleichungen des Systems den 

1) Der. Bd. 51, »S. 224. 2) ebenda S. 245. 

3) Ber. Bd. 53, S. 235. 

4) Die Kräfte können möglicherweise anch erst au wirken an- 
langen. 
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Normaldruck samt der Größe und Richtung der Beschleunigung 
des Punktes. Falls nun diese Richtung nicht der angenom- 
menen der Reibung entgegengesetzt herauskommt, kann diese 
der angenommenen Richtung entgegengesetzte nicht die wahre 
Bewegungsrichtung des Punktes sein. Es ist möglich, daß 
auf diese Weise jede angenommene Richtung auf einen Wider- 
spruch führt, und sich somit die Bewegung des Punktes als 
unmöglich erweist. Mayer stellte sich nun die Frage, ob in 
jedem Fall, in dem jene Differentialgleichungen die Bewegung 
als unmöglich erscheinen lassen, die Gesetze der Reibung, so 
wie sie für die Ruhe formuliert werden, wirklich den Ruhe- 
zustand als möglich ergeben, d. h. also, ob nicht in den Ge- 
setzen der Reibung selbst ein Widerspruch enthalten ist. Er 
gelangte zu dem Resultat, daß im allgemeinen kein Wider- 
spruch auftritt. Außerdem hat er noch die Frage beantwortet, 
wann bei einem starren Körper, der sich auf rauher Unterlage 
bewegt, der Normaldruck, den der Körper auf die Unterlage 
ausübt, unabhängig von der Reibung ist. 

Im Jahre 1902 hat Mayer den Zusammenstoß zweier 
Körper unter Berücksichtigung der gleitenden Reibung unter- 
sucht, 1 ) wobei er die Methoden, die von Darboux und Routh 
in der Behandlung dieser Frage benutzt worden sind, mit 
einander verbunden hat. 

Nach diesen Arbeiten erschienen als letzte Veröffent- 
lichungen Mayers in den Jahren 1903 — 1905 die schon er- 
wähnten Untersuchungen über den HiLBERTschen Unabhängig- 
keitssatz. 

Überblicken wir Adolph Mayers wissenschafliche Lebens- 
arbeit, so bietet sich ein überaus einheitliches und zugleich 
reiches Bild dar. Er hat drei nahe zusammenhängende und 
doch weite Felder der Wissenschaft mit großem Erfolge be- 
baut. Arbeiten anderer auf diesen Gebieten hat er genau 
verfolgt und vielfach eigene Untersuchungen an sie angeknüpft. 
Es lag in seiner Natur, daß er nur bei der gewissenhaftesten 
Durchführung seiner Arbeiten Befriedigung empfand, und so 

• — 

1) Ber. Bd. 54, 8. 208 u. 327. 
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hat er von Anfang an nach Exaktheit und Vollständigkeit 
gestrebt und stets nach den Ausnahmen der „im allgemeinen 4 * 
geltenden Sätze gesucht. War er von einer mehr formal ele- 
ganten analytischen Richtung ausgegangen, so entwickelte er 
sich nach der strengeren Seite hin, indem er mehr und mehr 
dazu kam, Annahmen, die er früher ohne weiteres zugelassen 
hatte, zu beweisen. Er war aber nicht geneigt, durch solche 
Anforderungen der Strenge sich zu sehr aufhalten zu lassen; 
nicht überall ging er auf die Grundlagen der Analysis zurück 
und er hat es öfters ausgesprochen, daß Annahmen nichts 
schaden, wenn sie nicht stillschweigend gemacht werden. Fand 
er an einer seiner Arbeiten etwas zu verbessern, so hob er 
ausdrücklich hervor, was ihm an seinem früheren Standpunkte 
nicht mehr genügte. Seinem aufrichtigen und bescheidenen 
Charakter wurde dieses Zugeständnis nicht schwer. 

Die geschilderten Grundzüge seines wissenschaftlichen 
Wesens kamen auch seinen Schülern zu gute in den Vorle- 
sungen, die er auf das sorgfältigste ausarbeitete und in denen 
er niemals Schwierigkeiten verschleierte und umging, sondern 
die Zuhörer dahin zu bringen suchte, die Schwierigkeiten zu 
überwinden. 

Wir aber dürfen ihn in seiner Sorgfalt, in seiner Auf- 
richtigkeit, in der Bescheidenheit, Einfachheit und Selbstlosig- 
keit, die ihn in seiner wissenschaftlichen und amtlichen Wirk- 
samkeit wie im Leben ausgezeichnet haben, als ein leuchtendes 
Vorbild betrachten. Diesem Vorbild nachzustreben, wollen 
wir nie müde werden. 
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Hochgeehrte Versammlung! 

Unsere Gesellschaft hat einen schmerzlichen Verlust zu 
beklagen. Am 8. April 1908 wurde uns unser ältestes Mit- 
glied Wilhelm Scheibner durch den Tod entrissen. 

Er war mit vielen Mitgliedern unserer Gesellschaft aufs 
engste verbunden, namentlich auch mit den ebenfalls schö*n 
dahingeschiedenen Mitgliedern: Hankel, Drobisch, Fechner, 
Zöllner, Hansen, Ernst Heinrich Weber und Wilhelm 
Weber. 

Vor einem halben Jahrhundert wurde auch mir das Gitick 
zu teil, den Verstorbenen kennen zu lernen, und ihn als einen 
wahren und zuverlässigen Freund schätzen und verehren zu 
dürfen, auf dessen Rat und Beistand ich mich unbedingt ver- 
lassen konnte. — Auch in wissenschaftlicher Beziehung bin 
ich ihm für viele Anregungen und mancherlei Förderungen 
zu größtem Dank verpflichtet. 

Wilhelm Scheibner wurde am 8. Januar 1826 zu Gotha 
geboren. Sein Vater, Großherzoglicher Rat, war Beamter 
für das Rechnungswesen an der Lebensversicherungs-Gesell- 
schaft zu Gotha. 

Wilhelm Scheibner besuchte das Gymnasium seiner 
Vaterstadt, studierte 1844 — 45 in Bonn, sodann aber 1845 
bis 1848 in Berlin, wo es ihm vergönnt war, in nähere Be- 
ziehung zu treten zu den berühmten Mathematikern Jacobi, 
Dirichlet und Steiner. Im Jahre 1848 wurde er von der 
Universität Halle zum Doktor promoviert. Sodann kehrte er 
in seine Vaterstadt zurück. Hier erregte er durch seinen 
wissenschaftlichen Eifer und durch seine Begabung die Auf- 
merksamkeit des berühmten Astronomen Hansen. Und die 
Freundschaft und die wissenschaftlichen Anregungen dieses 
ausgezeichneten Mannes sind für seine weitere Zukunft, nament- 
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lieh für seine wissenschaftlichen Arbeiten von größter Be- 
deutung gewesen. 

Im Jahre 1853 habilitierte sich Scheibner an unserer 
Universität als Privatdozent. Im Jahre 1856 wurde er Pro- 
fessor extraordinarius. Und im Jahre 1868 erfolgte seine 
Ernennung zum ordentlichen Professor der Mathematik. 

Wirft man einen Blick auf Scheibners wissenschaft- 
liche Arbeiten, so wird es heutzutage fast befremdlich er- 
scheinen, daß dieselben nur zum Teil mathematischer Natur, 
zum andern Teil aber astronomischen und physikalischen In- 
halts sind. Denn im Laufe der Zeit ist der Prozeß der Ar- 
beitsteilung leider so weit vorgeschritten, daß man vom Mathe- 
matiker eigentlich nur noch mathematische, und vom Physiker 
nur noch physikalische Arbeiten erwartet. 

Das war früher anders. — Newton, Eüler, die Ber- 
xouilli's, Lagrange, Fourier, Caüchy, Green, Gauss, 
Jacobi, Dirichlet, Riemann haben nicht nur rein mathe- 
matische Arbeiten geliefert, sondern gleichzeitig auch in astro- 
nomische und optische, überhaupt in physikalische Untersuchungen 
sich vertieft. 

Zu jener Schule der alten Mathematiker gehört auch 
Scheibner. Auch seine Arbeiten beziehen Bich nur zum Teil 
auf die reine Mathematik } zum andern Teil aber auf Astro- 
nomie und Optik. Und einige kleinere Aufsätze lassen er- 
kennen, mit welch' regem Interesse er auch den elektrostatischen 
und elektrodynamisclien Untersuchungen zu folgeu bemüht war. 

Und, wenn man heutzutage behauptet, die Mathematik 
sei eine Welt für sich, die völlig auf sich selber beruhe, die 
ganz selbständig nach ihren eignen Gesetzen sidh entwickele, 
die Alles aus sich selber schöpfe, und keiner äußeren An- 
regungen bedürfe, — so ist das eine Ansicht, der Scheibner 
durchaus nicht beipflichtete. 

Es mag gestattet sein, die Anschauungen Scheibners 
über diesen Punkt durch einen gewissen Vergleich zu charak- 
terisieren. 

Betrachtet man irgendeine Pflanze oder irgendeinen Baum, 
z. B. die Birke oder Eiche, — so kann man allerdings sagen, 
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die Eiche sei eine Welt für sich, sie entwickele sich naeli ihren 
eigenen Gesetzen. — Gewiß, aber der äußeren Anregungen 
bedarf sie. Sie bedarf des nährenden Bodens, sie bedarf der sie 
umspülenden Luft, sie bedarf des Regens und Sonnenscheins. 

Ahnlich verhält es sich, wenn wir uns in Scheibners 
Vorstellungen hineinversetzen, mit der Mathematik. Auch 
die Mathematik ist eine Welt für sielt; auch sie entwickelt 
sich nach ihren eigenen Gesetzen. Aber auch sie bedarf ge- 
wisser äußerer Anregungen. Sie würde, ohne solche An- 
regungen, recht bald verflachen und verkümmern. 

Vielleicht wagt man zu erwidern: das seien vergangene 
Zeiten; früher sei das so gewesen, als die Mathematik ge- 
wissermaßen noch in den Kinderschuhen steckte. Jetzt aber 
sei sie erwachsen und selbständig. Jetzt bedürfe sie nicht 
mehr irgendwelcher Einwirkungen von außen her, und gehe 
ihren eignen Weg. 

Das ist eine Ansicht, die unser verewigter Kollege 
Scueibner durchaus nicht teilte. Und ich möchte hinzu- 
fügen: in einer solchen Ansicht würde eine gewisse Uber- 
hebung liegen, die für den weiteren Fortschritt der mathe- 
matischen Wissenschaft nur verderblich sein könnte. 

Von welch' mächtigem Einfluß äußere Anregungen, 
namentlich die von den Naturwissenschaften ausgehenden 
Anregungen auf die Entwicklung der Mathematik gewesen 
sind, — das tritt uns z. B. deutlich entgegen, wenn wir einen 
Blick werfen auf die FouRiER'sche Wärmetheorie, namentlich 
auf seine Untersuchungen über die Wärmeverteilung. — Fast 
unwillkürlich wurde Fourier, im Verlaufe seiner Unter- 
suchungen, zu gewissen Reihenentwicklungen und Integral 
darstellungen geführt. Hierdurch aber entstanden für den 
Mathematiker neue und wichtige Fragen: 

Ist jede beliebige Funktion durch eine FouRiER'sche 
Reihe ausdrückbar? Kann jede beliebige Funktion in Form 
eines FoüRiER'schen Integrals dargestellt werden? Und wenn 
das nicht der Fall sein sollte, — welchen Bedingungen muß 
die Funktion entsprechen, damit sie der einen oder andern 
Darstellung fähig sei? 
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Vor beinahe hundert Jahren sind diese Fragen an uns 
herangetreten. Und noch immer fehlt uns eine wirklich be- 
friedigende und den ganzen Gegenstand erschöpfende Beant- 
wortung. Dirichlet war der erste, der in dieses dunkle 
Gebiet mit wirklichem Erfolg sich hineinwagte. Und diese 
DiKiCHLET'schen Untersuchungen sind epochemachend ge- 
wesen für die mathematische Wissenschaft. Sie fahrten zu 
einer wesentlichen Vertiefung der ganzen Wissenschaft, nament- 
lich zu scharf ausgeprägten Begriffen über gleichmäßige und 
ungleichmäßige Konvergenz, namentlich aber auch zu einer 
schärferen Fassung des Begriffes der Stetigkeit; (wobei 
übrigens zu Anfang ebenfalls unterschieden wurde zwischen 
gleichmäßiger und ungleichmäßiger Stetigkeit). — Hieran 
knüpften sich dann weiter mathematische Entdeckungen ersten 
Ranges, wie z. B. die wirkliche Aufstellung einer stetigen Funk- 
tion ohne Differentialquotienten durch Weierstrass. 

Als ein zweites Beispiel für den großen Einfluß der 
Naturwissenschaften auf die Entwicklung der Mathematik, 
mag erinnert sein an das NEWTONsche Gravitationsgesetz und 
das diesem Gesetz entsprechende Potential. 

Wenn man die von Green und Gauss über dieses Po- 
tential angestellten Untersuchungen und zugleich auch die 
betreffenden Vorlesungen von Dirichlet studiert, und wenn 
man überdies beachtet, daß Riemann ein Schüler von Dirichlet 
war, — so wird man wohl kaum in Zweifel darüber sein 
können, daß jene vom Newton sehen Gesetz ausgehenden 
physikalischen Untersuchungen von allergrößtem Einfluß ge- 
wesen sind auf Riemanns rein mathematische Arbeiten über 
die elliptischen und AßELschen Integrale. 

Ebenso wird — um ein drittes Beispiel anzuführen — , 
das NEWTONsche Gesetz oder Potential zu bezeichnen sein 
als die eigentliche Quelle derjenigen Betrachtungen, durch 
welche Dirichlet zu seinem berühmten Prinzip gelangte. 
Dieses Prinzip war ein Irrtum. Aber es hat die Mathe- 
matiker recht lange in Atem gehalten, und eine wesentliche 
Vertiefung der Wissenschaft hervorgebracht, und zugleich 
auch eine gewisse Erweiterung derselben. 
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Endlich sei erinnert, was die neueste Zeit anbelangt, au 
die schonen Untersuchungen Hilberts über die sogenannten 
Integralgleichungen. Diese Untersuchungen lehnen sich an 
an die bekannten Potentialuntersuchungen von Green und 
Gauss. Und sie haben daher ebenfalls — in letzter Instanz — 
ihren Ursprung im NEWTONschen Gesetz. 

Von all' diesen Dingen ist zwischen Scheibner und mir 
recht häufig die Rede gewesen. Und ich habe hier nur die 
Anschauungen Scheibneks (die zugleich auch die meinigen 
sind), in deutliches Licht zu setzen gesucht. — Noch wenige 
Worte hinzuzufügen, mag mir gestattet sein. 

Wie gewaltig der Einfluß der Naturwissenschaften, 
namentlich der Astronomie und Physik auf die hervorragend- 
sten Mathematiker gewesen ist, — das geht z. B. auch deut- 
lich hervor aus einer von Jacobi im Jahre 1832 in Königs- 
berg gehaltenen Rede. Jacobi unterscheidet dort, was die 
Entwicklung der Mathematik anbelangt, zwischen wahren und 
zufälligen Ursachen, inier causas veras et accidentes. — Est 
causa vera progressus matiieseos, necessaria ejus explicatio, 
quae fit secundum leges menti humanae insitas, aeternas. Causa 
accidens potest esse quaestio physica, pomum cadens y usw. 
Dann aber fährt Jacobi fort: Er selber sei der festen Uber- 
zeugung, daß, wenn erst die Theorie der Doppelintegrale und 
die Theorie der elliptischen Funktionen zur wirklichen Voll- 
endung gelangt seien, daß es alsdann uns auch beschieden 
sein werde, hinzugelangen zur Lösung des astronomischen 
Störungsproblemes, problematis illius paene desperati. — So 
gibt Jacobi deutlich genug zu erkennen, wie sehr er bei 
seinen tiefsinnigen und mühsamen mathematischen Unter- 
suchungen angeregt wurde durch die Hoffnung zur Lösung 
jenes astronomischen Problems zu gelangen, wie groß also die 
treibende Kraft war, welche jene causa accidens auf seine 
eignen Untersuchungen ausübte. 

Auch Dirichlet gab sich solchen Hoflmungen hin, und 
glaubte sogar schon zum Ziele gelangt zu sein. Denn in den 
letzten Tagen seines Lebens machte er in Göttingen seinem 
Freunde Kronecker die Mitteilung: er sei jetzt zu einer 
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Methode gelangt, die ihn in den Stand setze, das astronomisctte 
Störungsproblem mit voller Sicherheit und mit jeder beliebigen 
Annäherung zu lösen. — Leider pflegte Dirichlet nichts 
niederzuschreiben, bevor die Dinge in seinem Kopf eine völlig 
fertige Form erlangt hatten. Und wir wissen daher nicht, 
ob Dirichlet damals wirklich im Besitz eines Geheimnisses 
gewesen ist, welches durch seinen Tod für immer verloren 
gegangen ist, — oder ob er sich geirrt hatte. 

Allerdings sind unter den Mathematikern Stimmen laut 
geworden, die die Möglichkeit einer solchen Entdeckung, wie 
Dirichlet sie gemacht haben wollte, kurzweg in Abrede 
stellen. — Ein so schlechtweg absprechendes Urteil dürfte 
aber doch wohl als übereilt zu bezeichnen sein. 

Zu den ausgezeichneten Mathematikern, die dem astro- 
nomischen Störungsjyroblem einen großen Teil ihres Lebens 
gewidmet haben, — gehört nun namentlich auch Hansen 
und sein Schüler Scheibner. 

Im ganzen sind unter Scheibners Arbeiten folgende zu 
nennen, die auf das Störungsproblem oder andere astronomische 
Probleme Bezug haben: 

Über die Berechnung einer Gattung von Funktionen, welche 
bei der Entwicklung der Störungsfanktion erscheinen (Gotha. 1853). 

Über die asymptotischen Werte der Koeffizienten in den nach 
der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwicklungen (Ber. d. K. 
Sächs. G. d. W. 1856; auch in Goulds Astron. Journ. IV.). 

Notiz über das Problem der drei Körper. (Ber. d. K. Sachs. 
G. d. W. 1866, S. 33.) 

Zusätze (ebendaselbst, S. 370). 

Satz aus der Störungstheorie. (Auszug aus einem Schreiben 
au Bobcbabdt; Crelles Journal. Bd. 65; 1866). 

über das Problem der drei Körper. (Auszug aus einem Schrei- 
ben an Borchabdt; Crelles Journal. Bd. 68; 1868). 

Zusatz zn einer HANSENschen Abhandlung über Teilungsfehler. 
(Abb. d. K. Sachs. G. d. W. 1874. S. 665). 

Anhang und Nachtrag zu Hansens dioptrischen Untersuchungen 
(Abh. d. K. Sächs. G. d. W. 1874. S. 773). 

Nachschrift zu Hanskns Abhandlung über die Störungen der 
großen Planeten. (Abh. d. K. Sächs. G. d. W. 1875. S. 473)- 

Pktkk Andbkas Hansen. Nekrolog. (Vierteljahrsschrift der 
Astronom. Gesellschaft, X. Jahrgang. 1875). 
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Dioptrie che Untersuchungen, insbesondere über das HANSKNSche 
Objektiv. (Abh. d. K. Sachs. G. d. W. 1876). 

Die asymptotischen Werte der Koeffizienten in der Entwick- 
lung einer beliebigen Potenz des Radiusvektors nach der mittleren 
Anomalie (Math. Annalen. 1880. S. 531). 

Über die asymptotischen Werte der Koeffizienten in den nach 
der mittleren Anomalie vorgenommenen Entwicklungen. (Math. 
Annalen. 1880. S. 545). 

Einige Arbeiten C. G. J. Jacobis auf dem Gebiete der Störungs- 
theorie. (Astr. Nachrichten. 1882. Bd. 102). 

Die gestörte elliptische Bewegung. Hanhknb ideale Koordi- 
naten. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1897). 

Über die formale Bedeutung des HAxnyroNschen Prinzips und 
das WEBEBSche Gesetz. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1897). 

über den Einfluß des NsuMANxschen Ezponentialgesetzes auf 
die elliptische Bewegung. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1898). 

Über Hansens Verfahren zur Berechnung der speziellen Störungen. 
(Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1898). 

Die Differentialgleichungen der Mondbewegung. (Abh. d. K. 
Sächs. G. d. W. 1899). 

Herschels Bedingung für die Konstruktion von Objektiven. 
(Astronom. Nachrichten. 1890). 

Beunruhigend macht sich bei diesen Untersuchungen der 
Umstand geltend, daß die eigentliche Basis derselben, näm- 
lich das NEWTONsche Gravitationsgesetz durch die Leverrier- 
schen Beobachtungen in Frage gestellt erscheint. Denn zu- 
folge dieser Beobachtungen, bewegt sich der Merkur wesent- 
lich anders, als es nach der aus dem NEWTONschen Gesetz 
entspringenden Theorie der Fall sein müßte. 

Scheibner hat diesem Umstände in einer der genannten 
Abhandlungen dadurch Rechnung zu tragen versucht, daß er 
dem NEWTONschen Gesetz eine gewisse Modifikation zu Teil 
werden läßt. Und zwar hat er im ganzen zwei solche Modi- 
fikationen der näheren Betrachtung unterworfen. Die eine 
beruht auf der wohl zuerst von Laplace angedeuteten Vor- 
stellung, daß die Kraft einer gewissen Zeit bedarf, um, vom 
Augenblick ihrer Entstehung an, zur wirklichen Wirkung zu 
gelangen. Und die andere besteht darin, daß, an Stelle des 
NEWTONschen Gesetzes, das sogenannte Exponentialgesetz 

SUth.-phyt Klane 1908. Bd. LX. 28 



Digitized by Google 



384 



C. Nkümamm : 



substituiert wird. Aber beide Annahmen erweisen sich, wie 
Scheibner zeigt, als unbrauchbar für den genannten Zweck. 

Immerhin haben Scheibners hierauf gerichtete Be- 
mühungen wesentlich zur Orientierung beigetragen. Sie 
haben wesentlich beigetragen zur Beleuchtung des augenblick- 
lichen Zustandes der Dinge, — zugunsten weiterer Forschungen. 

Auch scheint es jetzt einem hervorragenden Astronomen: 
Seeliger in München, einem Schüler Scheibners, wirklich 
gelungen zu sein, Licht in dieses Dunkel zu bringen. — 
Seeliger ist nämlich der Ansicht, daß der eigentliche Grund 
jener LEVERRiERschen Beobachtungen in denjenigen Massen 
zu suchen sei, die das sogenannte ZodiakaUicht erzeugen. 
Neben der Einwirkung dieser Massen wird von ihm noch in 
Anschlag gebracht eine äußerst geringe Rotation, welche das 
astronomische Koordinatensystem in bezug auf das absolute 
Koordinatensystem besitzen soll. 

Es steht zu hoffen, daß diese Gedanken von Seeliger 
durch weitere Untersuchungen sich bestetigen möchten. Aber 
Unklarheiten werden alsdann immer noch zurückbleiben.' Hat 
doch Seeliger selbst wiederholt darauf aufmerksam gemacht, 
daß das NEWTONsche Gesetz (aus gewissen ganz bestimmten 
Gründen) kein Universalgesetz sein könne, daß es also früher 
oder später durch andere theoretische Grunalagen ersetzt 
werden müsse. 

Diese Andeutungen dürften vielleicht eine Ahnung geben 
von dem unwegsamen und zerklüfteten Terrain, in welchem 
Scheibners Arbeiten sich bewegen, zugleich aber auch von 
der unermüdlichen Ausdauer, welche Scheibner all' diesen 
Schwierigkeiten gegenüber, an den Tag gelegt hat, — end- 
lich aber auch von der ungeheuren Langsamkeit, mit welcher 
unsere wirklichen Einsichten zunehmen. 

Man hört häufig vom schnellen Fortschreiten der Natur- 
wissenschaften sprechen. Aber es dürften wohl kaum jemals 
so trügerische Worte in die Welt gesetzt, und in weiten 
Kreisen nachgesprochen worden sein. 

Man verwechselt dabei die Anzahl der beobachteten Er- 
scheinungen und unsere Einsicht in dieselben. — Die Anzahl 
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der beobachteten Erscheinungen ist — dank unserer ver- 
feinerten Instrumente — von Jahr zu Jahr im Wachsen be- 
griffen. Aber unsere Einsicht in diese Erscheinungen — wie 
langsam, wie mühselig, wie unsicher schreitet die fort! 

Vor fünfzig Jahren glaubten Viele für die elektrisclien 
Erscheinungen ein gewisses Verständnis sich erworben zu 
haben. Heut' zu Tage aber ist uns, durch Entdeckung neuer 
Tatsachen, klar geworden, daß wir noch nicht einmal einen 
sicheren Anfangspunkt für ein solches Verständnis erlangt 
haben. 

Dazu kommt eine gewisse Verblendung und Überstürzung. 
Ebenso, wie man in früheren Jahrhunderten nach einer Uni- 
versal- Medicin für samtliche Krankheiten suchte, — ebenso 
glaubt man heutzutage nach einem Universalprinzip zur Er- 
klärung sämtlicher Erscheinungen der Astronomie und Physik 
suchen zu sollen. 

Und liegt es doch auf der Hand, daß wir niemals ein 
solches Universalprinzip finden werden. Denn gelänge es 
uns, ein solches zu entdecken, — so würde die Wissenschaft 
vollendet sein, ihr Ende erreicht haben. — Die Wissenschaft 
aber ist unendlich, ebenso wie Raum und Zeit unendlich sind. 

Auch in dieser Beziehung dürften die mühsamen Arbeiten 
der Astronomen, z. B. auch die Arbeiten von Hansen und 
Scheibner, vorbildlich und beachtenswert sein. Sie zeigen 
uns, wie behutsam und vorsichtig, wie geduldig und besclieiden 
wir, den Naturerscheinungen gegenüber, aufzutreten haben, 
wenn wir die Aussicht haben wollen, zu wirklicher Einsieht 
zu gelangen. 

Es sei mir noch erlaubt, einen Blick zu werfen auf 
Scheibners rein mathematische Arbeiten. 

Die mathematische Wissenschaft wird von Vielen als 
trocken und unerquicklich angesehen. Auch wird man in der 
Tat nicht behaupten dürfen, daß sie zur Ergötzung müßiger 
Menschen angetan sei. 

Aber ebenso, wie der sprudelnde Quell, und die wehende 
Luft uns Lebensbedürfnis sind, — ebenso ist auch das Nach- 
denken über diejenigen Dinge, die wir in ihrer Gesamtheit 

28* 
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als Mathematik zu bezeichnen pflegen, ein Lebensbedürfnis 
des Menschen. 

Dafür spricht schon das hohe Alter der mathematischen 
Wissenschaft, welches nach Jahrtausenden rechnet; während 
manche andere Wissenschaft anf kaum ein Jahrhundert zurück- 
blickt. Dafür spricht ferner der Umstand, daß in der mathe- 
matischen Wissenschaft, wenigstens in ihren wesentlichen 
Teilen, kein Veralten, kein Beiseitewerfen, sondern nur größere 
Vertiefung und feinere Durchbildung wahrzunehmen sind. 
Dafür spricht endlich, daß auch ihr Umfang in fortdauerndem 
Wachsen begriffen ist. 

Scheibners Arbeiten dehnen sich aus fast über sämt- 
liche Teile der Mathematik: Geometrie und Algebra, unend- 
liche Reihen und Kettenbrüche, Zahlentheorie und Funktionen- 
theorie, bestimmte Integrale und Potential theorie. 

Von besonderer Schönheit ist Scheibners Arbeit über 
die Gammafunktion, als deren Ausgangspunkt eine gewisse 
sehr einfache Funktionalgleichung zu bezeichnen ist. Von 
diesem Prinzip ausgehend, gelangt Scheibner zu einer ge- 
wissen Aufeinanderfolge von Funktionen. Als ein inter- 
mediäres Glied in dieser Aufeinanderfolge tritt uns die Euler- 
sche Gammafunktion entgegen, und als Scldußglied die Jacobi- 
sche Tlietafunktion. 

Eine große Anzahl der ScHEiBNERschen Arbeiten be- 
zieht sich auf die elliptischen und Ahe Lachen Integrale, auf 
die soeben genannte Thetafunktion, sowie auch auf die 
WEiERSTRASSsche Sigmafunktion. 

Unter den betreffenden ScHEiBNERschen Arbeiten sind 
einige von theoretischer Wichtigkeit, andere aber von mehr 
^>raÄ&scterBedeutung. Diese praktische Bedeutung besteht nicht 
allein in ihrer Anwendbarkeit auf Aufgaben der Mechanik und 
Astronomie, der Physik und Technik, sondern namentlich 
auch darin, daß sie, durch eine geeignete Zusammenstellung 
und Vervollständigung des bereits in der Wissenschaft Vor- 
handenen, eine gute und sichere Grundlage liefern für weitere 
theoretische Forschungen. 

In diesem Sinne kann man z. B. von der großen prak- 
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tischen Bedeutung derjenigen Arbeiten sprechen, welche Scheib- 
ner über die elliptischen Integrale geliefert hat. In den be- 
treffenden Abhandlungen werden zweckmäßige Methoden an- 
gegeben, um diese Integrale auf solche erster, zweiter und 
dritter Gattung zu reduzieren; und um sodann diese letztern 
weiter zu reduzieren durch Anwendung der Theta- und Sigma- 

Im Verlaufe dieser Untersuchungen gelangt Scheibner 
zu der Uberzeugung, daß von einer Verdrängung der Theta- 
funktionen durch die Sigmafunktionen nicht die Rede sein 
kann, noch auch von einer Minderwertigkeit der ersteren 
gegenüber den letzteren; — daß vielmehr beide Funktionen- 
arten nebeneinander fortbestehen werden, daß jede Art ihre 
eigentümlichen Vorzüge besitze, sodaß man, je nach Um- 
standen, bald von der einen, bald von der andern Funktionen- 
art Gebrauch zu machen hat. 

Von rein theoretiscJier Wichtigkeit sind Scheibners 
Untersuchungen über Doppeliutegrale, ferner seine Unter- 
suchungen über die Darstellbarkeit der Thetafunktionen durch 
unendliche Doppelsummen, und durch unendliche Doppel- 
produkte. Diese rein theoretischen Arbeiten sind anzusehen 
als eine weitere Fortsetzung der höchst interessanten Unter- 
suchungen von Cayley, Eisenstein und Kronecker. — 
Cayley dürfte, wie Scheibneu bemerkt, der Erste gewesen 
sein, der die Werte einer solchen unendlichen Doppelsumme, 
unter Zugrundelegung verschiedener Summationsgesetze, naher 
untersucht hat. 

Charakteristisch für Scheibners mathematische Arbeiten 
ist das Bestreben, mit den aUereinfacJisten Mitteiii auszukommen. 
Vielleicht hat ihn dieses Bestreben hin und wieder etwas zu 
weit geführt, indem er das schon von andern Mathematikern 
Gefundene von neuem, aber mit einfacheren Hilfsmitteln zu 
erreichen sich bemühte. 

CharakteristiscJi für Scheibner ist ferner seine eminente 
Begabung sowohl für analytische, wie auch für numerische 
Operationen. Infolge dieser Begabung, und infolge der ihm 
angeborenen Vorsicht, dürfte in seinen Arbeiten wohl schwer- 



Digitized by Google 



3«8 



C, Nevmakn: 



lieh ein Fehler zu entdecken sein. Und unter den herror- 
ragenden Mathematikern, die viel publiziert haben, dürfte es 
wohl nur sehr wenige geben, von denen man Ahnliches be- 
haupten kann. 

Charakteristisch für Scheibner war ferner die Teilnahme 
an den Arbeiten seiner Freunde, sein reges Interesse auch 
für solche Teile der mathematischen Wissenschaft, die ihm 
verhältnismäßig fern lagen. — Er besaß (was man leider 
nicht hinreichend anerkannt hat) jene innere Höflichkeit, jene 
Höflichkeit des Herzens, die es liebt, den Freunden behilflich 
zu sein, und ihnen schwierige Arbeiten zu erleichtern. Ja 
diese wahre Höflichkeit ging bei ihm so weit, daß sie zu- 
weilen sogar, auf Kosten seiner eignen wissenschaftlichen 
Uberzeugung, sich betätigte. 

Charakteristisch für Scheibner ist endlich aber auch die 
(jar ssti große Kurse seiner Ausdrucksweise. — Diese außer- 
ordentliche Kürze hat leider zur Folge gehabt, daß die 
ScHEiBNEKschen Abhandlungen viel zu wenig bekannt ge- 
worden sind, und daß es häufig recht schwer ist in einer 
solchen Abhandlung die eigentlichen Grundzüge seiner schönen 
Untersuchungen herauszufinden. 

Es dürfte hier am Orte sein, die rein mathematischen 
Abhandlungen Scheibners der Reihe nach anzuführen: 

über die Auflösung eines gewissen Gleichungssystems. (Ber. 
d. K. Sächs. G. d. W. 1856). 

Zur Theorie der MACLAURisschen Summenformel (Ber. d. K. 
Sachs. G. d. W. 1857). 

über das Flachenpotential. (Crelles Journal, Bd. 54, 1857). 

Über Halbdeterminanten. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1859). 

über zwei auf die Theorie der elliptischen Funktionen bezüg- 
liche Sätze. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1859). 

Über die Anwendung der M AcLAuiuxschen Summenformel. 
(Als Zusatz zu einer FiccHNEitschen Arbeit in den Ber. d. K. Sächs. 
G. d. W. 1861, Seite 105). 

Über periodische Funktionen. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1862). 

Über das Rationalmachen von irrationalen algebraischen Aus- 
drücken. (Ber. (1. K. Sachs. G. d. W. 1863). 

Einige Bemerkungen über rekurrierende Gleichungen, die auf 
Kettenbrüche führen. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1864). 
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Über unendliche Reihen und deren Konvergenz. (Gratulations 
Schrift; Leipzig, Verlag von Hirzel. 1868). 

Über Mittelwerte. (Auszug aus einem an G. Th. Fechkeb ge 
richteten Schreiben; Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1873). 

Zur Reduktion elliptischer Integrale in reeller Form. (Abh. d. 
K. Sachs. G. d. W. 1879, Seite 57.) 

Supplement zur vorigen Abhandlung (Abh. d. K. Sachs. G. d. 
W. 1880, Seite I— XLU). 

Über eine Transformationsformel für Doppelintegrale (Ber. d. 
K. Sachs. G. d. W. 1884, wiederabgedruckt in Crelles Journal 
Bd. 103, x888). 

Über Produkte von drei und vier Thetafunktionen. (Crelles 
Journal. Bd. 102, 1888). 

Mathematische Bemerkungen. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1888). 

Die komplexe Multiplikation der Thetafunktionen. (Ber. d. K. 
Sachs. G. d. W. 1888, und Math. Annal. Bd. 34, 1888). 

Zur Reduktion elliptischer, hyperelliptischer und AsKLScher 
Integrale. Das AnKi.sche Theorem für einfache und Doppelintegrale. 
(Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1889, und Math. Annal. Bd. 34, 1889). 

Über den Zusammenhang der Thetafunktionen mit den ellip- 
tischen Integralen (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1889 Seite 86—109 
und Seite 245 — 276; wiederabgedruckt in den Math. Annal. 
Bd. 34, 1889). 

Über die Differentialgleichungen der elliptischen Modulfunk- 
tionen und Invarianten. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1889). 

Über elliptische Doppelsummen. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 
1890). 

Über einige allgemeine Formen des elliptischen Differentials. 
(Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1891). 

Über eine Methode von C. G. J. Jacobi zur Bestimmung des 
Restes unendlicher Reihen. (Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1893). 



besondere über zweiteilige komplexe Zahlen. I. und II. Abhandlung. 
(Abh. d. E. Sächs. G. d. W. 1900 und 1902). 

Beiträge zur Theorie der linearen Transformationen, als Ein- 
leitung in die algebraische Invariantentheorie. Erster und zweiter 
Teil. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1903 Seite 200—223 und Seite 
322— 383I. 

Dritter Teil. (Über Gleichungen fünften und sechsten Grades). 
(Ber. d. K. Sächs. G. d. W. 1904 Seite 139-176. Ein Zusatz zu 
diesem dritten Teil findet sich in den Ber. 1904 Seite 311—321.) 

Zur Theorie der TscmRWHAus-Transformation (Ber. d. K. Sächs. 
G. d. W. 1905). 



Zur Theorie des LEOENDBE-JACoBischen Symbols 
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Zur Auflösung der lkosaeder-Gleichung. Erster und zweiter 
Teil. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1905 und 1906). 

Über Möbii h' Kreisverwandtechaft. (Ber. d. K. Sachs. G. d. 

W. 1906). 

Zur linearen Transformation der Thetafunktionen und ellip- 
tischen Modulfunktionen (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1906). 

Der STLBMsche Satz für Gleichungen fünften und sechsten 
Grades. (Ber. d. K. Sachs. G. d. W. 1907.) 

Scheibneu erreichte ein hohes Alter. Er wurde uns 
entrissen in seinem 82. Lebensjahr. Aber er wurde uns ent- 
rissen in voller geistiger Klarheit, in voller Tätigkeit, in 
voller Arbeit. Möge es vielen von uns beschieden sein, bis 
zum letzten Augenblick arbeiten zu können. 

Wir blicken mit Bewunderung auf seine großen müh- 
samen und sorgfältigen Arbeiten. Und wir werden ihm stets 
dankbar bleiben für seine wertvollen Beiträge zu unsern Ab- 
handlungen und Berichten. 
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Protektor der Königlich Sächsischen Gesellschaft der 

Wissenschaften 

SEINE MAJESTÄT DER KÖNIG. 



Ehrenmitglied. 

Seine Exzellenz der Staatsminister Dr. Kurt Damm Paul v. Seydewitz. 

Ordentliche einheimische Mitglieder der philologisch- 
historischen Klasse. 

Geheimer Rat Ernst Windisch in Leipzig, Sekretär der philol.- 

histor. Klasse bis Ende des Jahres 19 10. 
Geheimer Rat Hermann Lipsius in Leipzig, stellvertretender 

Sekretär der philol.-hislor. Klasse bis Ende des Jahres 1910. 
Geheimer Hofrat Erich Bettie in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Adolf Birch- Hirsch feld in Leipzig. 
Professor Erich Brandenburg in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Friedrich Karl Brugmann in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Karl Bücher in Leipzig. 
Professor Berthcld Delbrück in Jena. 
Professor August Fischer in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Georg Götz in Jena. 
Geheimer Kirchenrat Albert Hauch in Leipzig. 
Geheimer Rat Max Heime in Leipzig. 
Professor Bichard Heinze in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Budolf Hirzel in Jena. 
Professor Albert Köster in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Karl Lamprecht in Leipzig. 
Geheimer Hofrat August Leskien in Leipzig. 
Professor Bichard Meister in Leipzig. 
Geheimer Rat Ludwig Mitteil in Leipzig. 
Professor Eugen Mogk in Leipzig. 

1909 a 
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Geheimer Regierungsrat Joseph Partsch in Leipzig. 
Geheimer Oberschulrat Hermann Peter in Meißen. 
Oberstudienrat Wilhelm Roscher in Dresden. 
Geheimer Hofrat August Schmor sow in Leipzig. 
Hofrat Theodor Schreiber in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Gerhard Seeliger in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Eduard Sievers in Leipzig. 
Geheimer Bat Rudolph Sohm in Leipzig. 
Professor Georg Steindorff in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Wilhelm Stieda in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Franz Studniczka in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Georg Treu in Dresden. 
Professor Ulrich Wücken in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Richard Paul Wülker in Leipzig. 
Professor Heinrich Zimmern in Leipzig. 



Frühere ordentliche einheimische, gegenwärtig auswärtige 
Mitglieder der philologisch-historischen Klasse. 

Geheimer Hofrat Lujo Brentano in München. 
Geheimer Regierungsrat Friedrich Delitzsch in Berlin. 
Geheimer Hofrat Friedrich Kluge in Freiburg i. B. 
Professor Friedrich Marx in Bonn. 
Geheimer Hofrat Erich Mareks in Hamburg. 



Ordentliche einheimische Mitglieder der mathematisch- 
physischen Klasse. 

Geheimer Hofrat Karl Chun in Leipzig, Sekretär der mathem.- 

phys. Klasse bis Ende des Jahres 1909. 
Professor Otto Holder in Leipzig, stellvertretender Sekretär der 

mathem.-phys. Klasse bis Ende des Jahres 1909. 
Geheimer Hofrat Ernst Beckmann in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Wilhelm Biedermann in Jena. 
Geheimer Medizinalrat Rudolf Böhm in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Heinrich Bruns in Leipzig. 
Geheimer Rat Hennann Credner in Leipzig 
Professor Theodor Des Coudres in Leipzig. 
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Geheimer Hofrat Oskar Drude in Dresden. 
Dr. Wilhelm Ftddersen in Leipzig. 
Professor Otto Fischer in Leipzig. 
Geheimer Hat Paul Flechsig in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Wilhelm Haütcachs in Dresden. 
Geheimer Hofrat Arthur Hantzsch in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Walter Ilcmpel in Dresden. 
Geheimer Rat Ewald Hering in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Ludwig Knorr in Jena. 
Geheimer Hofrat Mariin Krause in Dresden. 
Professor Max Le Blanc in Leipzig. 
Professor Robert Luther in Dresden. 
Geheimer Medizinalrat Felix Marchand in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Ernst von Meyer in Dresden. 
Geheimer Rat Wilhelm Müller in Jena. 
Geheimer Hofrat Carl Neumann in Leipzig. 
Wirklicher Staatsrat Arthur v. Oeningen in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Wilhelm Ostwald in Groß-Bothen. 
Geheimer Rat Wilhelm Pfeffer in Leipzig. 
Geheimer Medizinalrat Karl Rabl in Leipzig. 
Geheimer Hofrat Karl Hohn in Leipzig. 
Professor Ernst Stahl in Jena. 
Geheimer Hofrat Johannes Thomae in Jena. 
Geheimer Hofrat August Töpler in Dresden. 
Geheimer Hofrat Otto Wiener in Leipzig. 
Geheimer Rat Wilhelm Wundt in Leipzig. 
Geheimer Rat Ferdmand Zirkel in Leipzig. 



Außerordentliche Mitglieder der mathematisch-physischen 

Klasse. 

Professor Karl Correns in Leipzig. 
Professor Johannes Felix in Leipzig. 
Professor Felix Hausdorff in Leipzig. 
Professor Hans Htld in Leipzig. 
Professor Max Siegfried in Leipzig. 
Professor Hans Stobbe in Leipzig. 
Professor Otto zur Strassen in Leipzig. 



a» 



Digitized by Google 



IV 



Mitglieder -Verzeichnis . 



Frühere ordentliche einheimische, gegenwärtig auswärtige 
Mitglieder der mathematisch-physischen Blasse. 

Professor Friedrich Engel in Greifswald. 
Geheimer Regierungsrat Felix Klein in Göttingen. 



Archivar : 
Ernst Robert Abendroth in Leipzig. 



Verstorbene Mitglieder. 

Ehrenmitglieder. 

Falkenstein) Johann Paul von, 1882. 

Gerber, Carl Friedrich von, 1891. 

Wietersheim, Karl August Wühelm Eduard von, 1865. 

Philologisch-historische Klasse. 

Albrecht, Eduard, 1876. Geizer, Heinrich, 1906. 

Amman, Christoph Friedrich von, Gersdorf, Ernst Gotthelf, 1874. 

1850. Göttling, Carl, 1869. 

Becker, Wilhelm Adolf, 1846. Gutschmid, Hermann Alfred 
Berger, Hugo, 1904. 1887. 

BöhÜingk, Otto, 1904. Händ, Gustav, 1878. 

Brockhaus, Hermann, 1877. Hand, Ferdinand, 1851. 

Bursian, Conrad, 1883. Hartenstein, Gustav, 1890. 

Curtius, Georg, 1885. Hasse, Friedrich Cliristwn Au- 
Droysen, Johann Gustav, 1884. gust, 1848. 

Ebers, Georg, 1898. Haupt, Morite, 1874. 

Ebert, Adolf, 1890. Hermann, Gottfried, 184Ö. 

Fleckeisen, Alfred, 1899. Hultsch, Friedrich, 1906. 

Fleischer, Heinr. Leberecht, 1888. Jacobs, FriedricJi. 1847. 

Flügel, Gustav, 1870. Jahn, Otto, 1869. 

jFVawfce, FriedricJi, 1871. Janitschek, Hubert, 1893. 

Gabelente, Hans Conan von der, Köhler, Reinhold, 1892. 

1874. iTrcM, Ludolf, 1901. 

Gabelentz, Hans Georg Conon Lange, Ludwig, 1885. 

row der, 1893. Marquardt, Carl Joachim, 1882. 

Gebhardt, Oscar von. 1906. Maurenbrecher, Wilhelm, 1892. 
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V 



Miaskowski, August von, 1899. Schleicher, August, 1868. 

Michelsen, Andreas Ludwig Schräder, Eberhard, 1908. 

Jacob, 1881. Seidler, August, 1851. 

Mommsen, Theodor, 1903. Seyffarth, Gustav, 1885. 

Nipperdey, Carl, 1875. Socin, Albert, 1899. 

Noorden, Carl von, 1883. Springer, Anton, 1891. 

Overbeck, Johannes Adolf. 1895. &tor&, CaW Bernhard, 1879. 

PfftecÄ, Wt/ÄeJm, 1899. Skibbe, Johann Ernst Otto, 1887. 
Pescliel, Oscar Ferdinand, 1875. Friedrich, 1867. 

Preller, Ludung, 1861. Ukert, Friedrich August, 185 1. 
Ratzel, Friedridi, 1904. Vat^f, Georg, 1891. 

Ribbeck, Otto, 1898. Kot^f, Moritz, 1905. 

Ritsehl, Friedrich Wilhelm, 1876 Wachsmut h, Curt, 1905. 
We, .Ewi«, 1898. VFac^mM^, Wi/Mtn, 1866. 

JtoscÄer, TFtfoeJro, 1894. TTtfcA/cr, (7arJ Gcor? t>on, 1880. 

JJu^rc, Sophus, 1903. Westermann, Anton, 1869. 

Sauppe, Hermann, 1893. Zarncke, Friedrich, 1891. 



Mathematisch-p 

-466c, .Ertw/, 1905. 

d' Arrest, Heinrich, 1875. 

£aJteer, Heinrich Richard, 1887. 

von, 1868. 
Braune, Christian Wilhelm, 1892. 
Bruhns, Carl, 1881. 
Cari^, Cari Gustav, 1869. 
Carus, Julius Victor, 1903. 
Cohnheim, Julius, 1884. 
Döbereiner, Johann Wolf gang, 

1849. 

Drobisch, Moritz Wilhelm, 1896. 
Erdmann, Otto Linne", 1869. 
Fechner, Gustav Theodor, 1887. 
Funke, Otto, 1879. 
Gegenbaur, Carl, 1903. 
Geinitz, Hans Bruno, 1900. 
i/a«*ef, WitöeZm Go#fa6, 1899 
Hansen, Pcfer Andreas, 1874. 



lysische Klasse. 

Harnack, Axel, 1888. 

ffis, Wi/Äefcn, 1904. 

Hofmeister, Wilhelm, 1877. 

Huschke, Emü, 1858. 

Ifno/), Johann August Ludwig 

Wilhelm, 1891. 
Äbtöe, Hermann, 1884. 
Krüger, Adalbert, 1896. 
Kunze, Gustav, 185 1. 
Lehmann, Carl Gotthelf, 1863. 
Jjeuckart, Rudolph, 1898. 

Sophus, 1899. 
Lindenau, Bernhard August von, 

Ludwig, Carl, 1895. 
Marchand, Richard FeUx, 1850. 
Mayer, Adolf, 1908. 
Metten ius, Georg, 1866. 
Afö&ws, August Ferdinand, 1868. 
Naumann, Carl Friedrich, 1873. 
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VI Mitglieder -Verzeichnis. 

Pöppig, Eduard, 1868. Stein, Samuel Friedrich Naiha- 
Räch, Ferdinand, 1882. nael von, 1885. 

Richthofen, Ferdinand v., 1905. Stohtnann, Friedrich, 1897. 

Scheerer, Th eodor, 1875. Volkmann, Alfred Wilhelm, 1877. 

Scheibner, Wilhelm. 1908. Weber, Eduard Friedrich, 1871. 

Schenk, August, 1891. Weber, Ernst Heinrich, 1878. 

Sdileidm, Matthias Jacob, 1881. TFefcr, WiTÄefrn, 1891. 

Schlömilch, Oscar, 1901. Wiedemann, Gustav, 1899. 

Schmitt, Rudolf Wilhelm, 1898. TPmfter, Clemens, 1904. 

Schwägrichen, Christian Fried- Wislicenus, Johannes, 1902. 

rtcÄ, 1853. Zeuner, Gustav Anton, 1907. 

See&ecfc, Xwd«^ Friedrich Wil- Zöllner, Johann Carl Friedrich, 

heim Ausist, 1849. 1882. 

Leipzig, am 31. Dezember 1908. 
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Verzeichnis 

der bei der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften im Jahre 1908 eingegangenen Schriften. 



i . Von gelehrten Gesellschaften, Universitäten und öffentlichen 
Behörden herausgegebene und periodische Schriften. 

Deutschland 

* 

Abhandlungen der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 
Aus d. J. 1907. Berlin d. J. 

Sitzungsberichte der Königl. Preuß. Akad. d. Wissensch. zu Berlin. 
1907, No. 39 — 53. 1908, No. 1 — 39. Berlin d. J. 

Acta Borussica: Die Behördenorganisation und die allgemeine Staats- 
verwaltung Preußens im 18. Jahrhundert. Bd. 4, 1., II. 9. Berlin 1907. 
08. — Das preußische Münzweeen im 18. Jahrhundert. Berlin 1908. 

Politische Korrespondenz Friedrichs des Großen. Bd. 32. Berlin 1908. 

Winnefeld, Herrn., Hellenistische Silberreliefs im Antiquarium der König- 
lichen Museen. 68. Programm zum Winckelmannsfeste der archäo- 
logischen Gesellschaft zu Berlin. Berlin 1908. 

Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft zu Berlin. Jahrg. 41, 
No, 1—18. Berlin 1908. 

Die Fortschritte der Physik im J. 1907. Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. Jahrg. 63. Abt. 1—3. Braun- 
schweig 1908. 

Verhandlungen der deutschen physikalischen Gesellschaft. Jahrg. 9, 
No. 24. Jahrg. 10, No. 1 — 21. Berlin 1907. 08. 

Centraiblatt für Physiologie. Unter Mitwirkung der Physiologischen 
Gesellschaft zu Berlin herausgegeben. Bd. 21 (Jahrg. 1907), 
No. 20 — 26». Bd. 22 (Jahrg. 1908), No. 1 — 18. — Bibliographia 
physiologica. Ser. III. Bd. 3. No. 2— 4. Bd. 4, No. 1. Berlin 1907.08. 

Abhandlungen der Kgl. Preuß. geolog. Landesanstalt N., F. H. 4 (mit 
Atlas) 30. 36. 52. 54. 55- Berlin 1900—08. 

Jahrbuch der Kgl. Preuß. geolog. Landesanstalt und Bergakademie für 
das Jahr 1904. Bd. 25. Berlin 1907. 

Die Tätigkeit der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt im Jahre 1907. 
S.-A. Berlin d. J. 

Kammerer, Werkzeug und Arbeitsteilung. Rede in der Halle der Kgl 
Technischen Hochschule. Berlin 1908. 
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Verzeichnis der eingegangenen Schritte». 



Bonner Jahrbücher. Jahrbücher des Vereins von Altertumafreunden im 
Rheinlande. H. 116, HI, 117, I. II. Bonn 1907. 08. 

Jahresbericht des Vereins für Naturwissenschaften zu Braunschweig für 
die Vereinsjahre 1905/6 u. 1906/7. Braunschweig 1908. 

Fünfundachtzigster Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft für vater- 
ländische Kultur. 1907. Breslau 1908. 

Schritten der Naturforschenden Gesellschaft in Danzig. N. F. Bd. 12. 
H. 2. Danzig 1908. — 30. Bericht des weBtpreußischen botanisch- 
zoologischen Vereins. Ebd. 1908. 

Deutsches meteorologisches Jahrbuch für 1903 u. 1904. Dresden 1908. 

Dekaden-Monatsberichte der Kgl. Sachs. Landes-Wetterwarte. Jahrg 9 
(1906), 10 (1907). Dresden 1906. 08. 

Zeitschrift des k. sächsischen statistischen Bureaus. Jahrg. 53, No. 2. 
Jahrg. 54, No. 1. Dresden 1907. 08. 

Jahresbericht der Gesellschaft für Natur- und Heilkunde in Dresden. 
Sitzungsper. 1906/07, 1907/08. München 1908. 

Sitzungsberichte und Abhandlungen der naturwissenschaftlichen Gesell- 
schaft Isis in Dresden. Jahrg. 1906, Jan.— Juni. 1907, Jul. — Dez. 
1908, Jan. — Juni. Dresden d. J. 

Verzeichnis der Vorlesungen und Übungen an der Kgl. Sachs. Tech- 
nischen Hochschule f. d. Sommersem. 1908 u. Wintersem. 1908/09. — 
Personalverzeichnis der Kgl. Sachs. Techn. Hochschule f. d. Winter- 
sem. 1908/09. — Bericht über die Kgl. Sachs. Technische Hoch- 
schule 1906/07. Dresden 1908. 

Die Siegel des Adels der Wettiner Lande bis zum Jahre 1500. Hrg. 
von 0. Posse. Bd. 3. Dresden 1908. 

Mitteilungen der Pollichia, eines naturwissenschaftlichen Vereins der 
Rheinpfalz. No. 23, Jahrg. 64. Dürkheim a. d. H. 1907. 

Moder, H, Die Einführung der Rheinschiffahrteoktroi-Konvention am 
deutschen Niederrhein. (Hrg. vom Düsseldorfer Geschichtsverein) 
Düsseldorf 1908. 

Mitteilungen des Vereiis für Geschichte und Altertumskunde von 
Erfurt. H. 28. Erfurt 1907. 

Abhandlungen hrg. von der Senckenbergischen naturforschenden Gesell- 
schaft. Bd. 13 — 30,3. Frankfurt a. M. 1883 — 1908. 

Bericht über die Senckenbergische naturforschende Gesellschaft. 1870/71. 
1876/77—95. 1897 — 1903. 1905—08. 

Festschrift zur Erinnerung an die Eröffnung des neuerbauten Museums 
der Senckenbergischen naturforschenden Gesellschaft, 13. Okt. 1907. 
— Kataloge des Museums: O. Boettger, Batrachier (1892). Reptilien 
T. 1, 2 (1893. 98). & Hattert, Vörel (1891). W. KobtU, Säuge- 
tiere (1896). — L. v. Heyden, Die Käfer von Nassau und Frankfurt 
2. Aufl. (1904). — W. Kabelt, Reiseerinnerungen aus Algerien und 



Jahresbericht des physikalischen Vereins zu Frankfurt a. M. für d. 
Rechnungsjahr 1906/07. Frankfurt 1908. 

Helios. Organ des naturwissenschaftlichen Vereins des Regierungsbe- 
zirks Frankfurt. Jahrg. 24/25. Berlin 1908. 

Programm der Kgl. Sachs. Bergakademie zu Freiberg f. d. J. 1908/09. 
Freiberg 1908. 
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IX 



Verzeichnis der Vorlesungen auf der Großherzogl. Hessischen Ludwigs- 
Uni vers. zu Gießen. Sommer 1908, Winter 1908/09; Personal- 
bestand. Winter 1907/08. Sommer 1908. Satzungen, Prüfungs- 
und Promotionsordnungen, Studienpläne. — Zur Erinnerung an die 
3. Jahrhundertfeier der Großherz. Landesuniversität, 31. Juli — 3. 
August 1907. — II. Oncken, Der Hessische Staat und die Landes- 
universitat Gießen (Progr.). — 134 Dissertationen aus den Jahren 
1907/08. 

Abhandlungen derKönigLGesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 
N. F. Philologisch-historische Klasse. Bd. 10. No. 1-5. Bd. n. 
No. 1. Math.-phy8. Klasse. Bd. 5. No. 1—5. Bd. 6. No. 1—3. 
Bd. 7. No. 1. 2. 

Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen. Math.-phys. Kl. 1907, No. 4. 5. 1908, No. 1 — 3. Philol- 
hist. Kl. 1907, No. 3. 1908, No. 1—5. — Geschäftliche Mitteilungen. 
1908, H. r. 2. Göttingen d. J. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschnle zu Grimma über d. 
Schuljahr 1907/08. Grimma 1908. 

Leopoldina. Amtl. Org. d. Kais. Leopoldinisch-Carolinisch deutschen 
Akad. der Naturforscher. H. 43, No. 12. H. 44, No. 1— n. 
Halle 1907. 08. 

Zeitschrift für Naturwissenschaften. Organ des naturwiss. Vereins für 
Sachsen und Thüringen (in Halle). Bd. 79. H. 3—6. Bd. 80. 
H. 1. 2. Stuttgart 1907. 08. 

Mitteilungen der mathematischen Gesellschaft in Hamburg. Bd. 4. 
H. 8. Leipzig 1908. 

Mitteilungen der Hamburger Sternwarte No. 9. 10. Hamburg 1905. 

Neue Heidelberger Jahrbücher. Hrg. vom hist-philos. Verein zu 
Heidelberg. Jg. 15. Heidelberg 1908. 

Publikationen des astrophysikalischen Instituts Königstuhl-Heidelberg. 
Herausg. von Max Wolf. Bd. 3. No. 4. Karlsruhe 1902. 06. 

Mitteilungen der Großherzoglichen Sternwarte zu Heidelberg. Bd. 10 
bis 12. Leipzig und Karlsruhe 1907. 08. 

Berichte über Land- und Forstwirtschaft in Deutsch-Ostafrika. Herausg. 
vom Kaiserl. Gouvernement von Deutsch-Ostafrika Dar-es-Salam. 
Bd. 3. H. 4. Heidelberg 1908. 

Fridericiana. Großherz. Badische Technische Hochschule zu Karlsruhe. 
Programm für 1908/09. — E. Arnold, Experimentelle Untersuchung 
der Kommutation bei Gleichstrommaschinen (Festschrift). — 
Th. Rehbock, Der wirtschaftliche Wert der binnenländischen Wasser- 
kräfte (Rektoratsrede). — Derselbe, Akademische Gedächtnisfeier 
für S. Kgl. Hoheit den verewigten Großherzog Friedrich von Baden. 
— 18 Dissertationen aus den Jahren 1907/08. 

Chronik d. Universität zu Kiel f. d. J. 1907/08. — Verzeichnis der 
Vorlesungen. Winter 1907/08, Sommer 1908. — A. Härtel, Das 
zweite Ministerium des Freiherm von Stein (Rede). — P. Harzer, 
Die Sterne und der Raum (Rede). — 84 Dissertationen aus den 
Jahren 1807/08. 

Astronomische Abhandlungen. No. 15. Kiel 1908. 

Wissenschaftliche Meeresuntersuchungen. Herausg. von der Kommission 
zur Wissenschaft!. Untersuchung der deutschen Meere in Kiel und 
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der Biologischen Anstalt auf Helgoland. Im Auftrage des Königl. 
Minist, für Landwirtschaft, Domilnen usw. N. F. Abteilung Hel- 
goland. Bd. 8. H. 2. Abt. Kiel. Bd. 10. Kiel und Leipzig 1908. 

Schriften der physikalisch-ökonomischen Gesellschaft zu Königsberg. 
Jahrg. 48 (1907). Königsberg 1908. 

13. und 14. Jahresbericht des Instituts für rumänische Sprache. Hrg. 
von H. Weigand. Leipzig 1908. 

Das städtische Gymnasium zu St. Nikolai in Leipzig. Bericht über da» 
Schuljahr 1907/08. Leipzig 1908. 

Zeitschrift des Vereins für Lübeck Geschieht»- und Altertumskunde. 
Bd. 9. H. 2 u. Beilage Bd. 10. H. 1. Lübeck 1908. 

Jahresbericht und Abhandlungen des naturwisß. Vereins zu Magde- 
burg. 1904—07. Magdeburg 1907. 

Zeitschrift des Vereins zur Erforschung der rheinischen Geschichte und 
Altertümer. N. F. Jahrg. 3. Mainz 1908. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule Meißen. 1907/08. 
Meißen 1908. 

Sitzungsberichte der mathem.-phys. Kl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. 
zu München. 1907 H. 3. 1908, H. 1. München d. J. 

Sitzungsberichte der philos.-philol. u. histor. Kl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. zu München. 1907, H. 3. 1908, Abh. 1 — 6. München d. J. 

49. Plenarversammlung der historischen Kommission bei der Kgl. Bayer. 
Akademie der Wissenschaften. Bericht des Sekretariats. 

Deutsches Museum von Meisterwerken der Naturwissenschaft und Tech- 
nik. Führer durch die Sammlungen. Leipzig 1907. 

Sitzungsberichte der Gesellschaft für Morphologie und Physiologie in 
München. Bd. 23. H. 2. Bd. 24, H. 1. München 1907. 08. 

Anzeiger des Germanischen Nationalmuseums. Jahrg. 1907. Hfl. 1—4. 
Nürnberg d. J. 

Abhandlungen der naturhistorißchen Gesellschaft zu Nürnberg. Bd. 17. 
1. Beigabe. — Jahresbericht f. 1905. Nürnberg 1906. 

Mitteilungen der naturhistorischen Gesellschaft zu Nürnberg. Jahrg. 
1 (1907), 2 (1908) No. 1. 

Mitteilungen des Altertumsvereins zu Plauen i. V. 19. Jahresschrift 
a. d. J. 1908/09 und Beilageheft. Plauen 1908. 

Historische Monatsblätter für die Provinz Posen. Jahrg. 8, No. 1 — 12. 
Posen 1907. 

Zeitschrift der Historischen Gesellschaft für die Provinz Posen. Jahrg. 22. 
Posen 1907. 

Veröffentlichung des Kgl. Preuß. Geodätischen Instituts (in Potsdam). 
N. Folge No. 34—38. Berlin 1908. 

Centraibureau der internationalen Erdmessung. Neue Folge der Ver- 
öffentlichungen. No. 3 — 7. 9. 11. 12. 16. Berlin 1901 — 08. 

Publikationen des Astrophvsikalischen Observatoriums zu Potsdam. 
Bd. 18, St. 3. Bd. 20. St. 1. Potsdam 1908. 

Württembergische Vierteljahrsschrift für Landesgeschichte. Herausg. 
von der Württembergischen Kommission f. Landesgeschichte. N. F. 
Jahrg. 17 (1908). Stuttgart d. J. 

Tharander forstliches Jahrbuch. Bd. 57, 2. Bd. 58, 1—3. Berlin 1907. 08. 
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Zuwachs der Großherz. Bibliothek zu Weimar in den Jahren 1905 bis 
1907. Weimar 1908. 

Jahrbücher des Nassauischen Vereins f. Naturkunde. Jahrg. 61. Wies- 
baden 1908. 

Sitzungsberichte der physikal. - medizin. Gesellschaft zu Würzburg. 
Jahrg. 1907, No 3 — 7. Würzburg d. J. 

Verhandlungen der physikal. -medizin. Gesellschaft zu Würzburg. N. F. 
Bd. 39, No. 3—7. Bd. 40, No. 1. Würzburg 1008. 

Österreich -Ungarn. 

Codex diplomaticus Regni Croatiae, Dalmatiae et Slavoniae. Vol. 5. 
Zagreb (Agram) 1907. 

Ljetopis Jugoslavenske Akademye znanosti i umjetnosti (Agram). 
Svez. 22. 1907. ü Zagrebu 1908. 

Grada za povjest knizevnosti hrvatasko na svijet izdaje Jugoslav. Akadem. 
znanosti i umjetnosti. Kn. 5. U Zagrebu 1907. 

Monumenta spectantia hiatoriam Slavorum meridionalium. Vol. 31. 
Zagrebiae 1908. 

ftad Jugoslavenske Akademije znanosti i umjetnosti. Kn. 97. 170—173. 
U Zagrebu 1889. 1907. 08. 

Maiuranic, V. Prinosi za hrvaski pravno-povjestni rjecnik. Svez. 1. 
U Zagrebu 1908. 

Vjesnik hrvatskoga arheolo§koga Druästva. God. 6 Sv. 2, N. S. Sv. 10, 
Sv. 2—4. U Zagrebu 1884. 1908. 

Vjesnik kr. hrvatsko-slavonsko-dalmatinskog zemaljskog arkiva. God. 10. 
Svez. 1. U Zagrebu 1908. 

Zbornik za narodni Üvot i obicaje juinih Slavena. Kn. 13, Svez. 1, 
U Zagrebu 1908. 

Starine na svüet izdaje Jugoslav. Akadem. znanosti i umjetn. Kej. 19. 
21. 32. U Zagrebu 1887. 89. 1907. 

Zeitschrift des Mährischen Landesmuseums. Herausg. von der Mäh- 
rischen Museum *g esellschaft (Deutsche Sektion). Bd. 8, H. 1. 2. — 
Ca8opia Moravskeno mueea zemskeho. Rocn. 8. Brünn 1908. 

Magyar, tudom. Akad£miai Almanach. 1908. Budapest d. J. 

Mathematische und naturwissenschaftliche Berichte aus Ungarn. Mit 
Unterstützung der Ungar. Akad. d. Wiss. herausg. Bd. 1. 21. 22. 
Budapest 1883. 19°7- 

Ertekezesek a nyelv-eVsze*ptudomanyok Köre'böl. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 19, Sz. 10. Köt. 20, Sz. 1— 7. Budapest 1907. 08. 

firtekezesek a Tarsadalmi Tudomanyok Köre'böl. Köt. 13, Sz. 9. 
Budapest 1907. 

Ärtekeze'sek a Törteneti Tudomanyok Köre'böl. Köt. 21, Sz. 5—6. 
Budapest 1907. 08. 

Archaeologiai Ertesitö. A Magyar, tudom. Akad. arch. bizottsägänak 
e's av Orsz. Re'ge'szeti s emb. Tarsulatnak Közlönye. Köt. 27, 
Sz. 3—5. Köt. 28, Sz. 1. 2. Budapest 1907. 08. 

Mathematikai e's terme'szettudomänyi ßrtesitö. Kiadja a Magvar tudom. 
Akad. Köt. 25, Füz. 2—5. Köt. 26, Füz. 1. 2. Budapest 1907. 08. 
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Mathematikai äs termäszettudomanyi Közlemenyek. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 29, Sz. 3. 4. Köt. 30, Füz. 1—3. Budapest 

1907. 08. 

NyeMudomanyi Közlemenyek. Kiadja a Magyar tudom. Akad. Köt. 37, 
Füz. 3.4. Budapest 1907. 

Monumenta Hungariae historica. Köt. 32. 33. Budapest 1906. 07. 

Nyelvtudoinany a Magyar, tudom. Akad. Köt. 1, Füz. 4. Köt. 2, 
Füz. 1. Budapest 1907. 08. 

Rapport Sur les travaux de rAcadämie Hongroise des sciences en 1907. 
Budapest 1908. 

Editiones criticae scriptorum graecorum et romauorum a collegio philo- 
logico classico Acad. litt. Hungaricae publ. juris factae: Scholia 
recentia in Pindari Epinicia. Ed. Eug. Abel. Vol. 1. Budapesti 
et Berolini 1891. — Scbolia in Nicandri Alexipharmacae cod. Got- 
tingensi ed. recens. ab Eug. Abel, ad finem perduxit Rud. Väri. 
ib. 1892. — A. Persii Flacci Satirae. Ed. Geyza Nemethy. Budap. 
1903. 

Magyarorszäginemet nyelvjaräsok. Füz. 5. 6. Budapest 1907. 08. 

Nyelvemle*ktar Re*gi Magyar Kodezek äs nyomtat vanyok. Köt 15. 
Budapest 1908. 

Fdbö Bertalan, A magyar nepdal zenei fejlödese. Budapest 1908. 
Hampel J6zsef y A konfoglalasi kor emle*keiröl. Budapest 1907. 
Budapest Regisegei. 9. Budapest 1906. 

Comptes rendus des säances de la I. et II. Reunion de la Commission 
permanente de l'Association internationale de Sismologie, 1906, 
07. (Budapest), Rome, La Haye. 

Verzeichnis d. öffentl. Vorlesungen an der k. k. Franz-Josefs-Universität 
zu Czernowitzim Sommer-Sem. 1908. — Personalstand 1907/08.— 
Die feierliche Inauguration des Rektors f. d. Studienjahr 1907/08. 

Mitteilungen des naturhistorischen Vereins für Steiermark. H. 43. 1. 2. 
(1906). Graz 1907. 

Zeitschrift des historischen Vereins für Steiermark. Jahrg. 5 (1907). 
H. 1 — 4. Graz 1907. 

Zeitschrift des Ferdinandeums für Tirol und Vorarlberg. 3. Flge. 
H. 51. Innsbruck 1907. 

Anzeiger der Akademie d. Wissenschaften in Krakau. Math.-naturw. 
Cl. 1907, No. 4—10. 1908, No. 1—8. Philol. Cl. 1907, No. 4— 

1908, No. 1—5. Krakau d. J. 

Acta historica res gestas Poloniae illustrantia. Tom. 13, Vol. 1. P. 1. 
W Krakowie 1908. 

Collectanea ex Archivis Collegii Juridici. Tom. 8, P. 1. Kraköw 1907. 

Monumenta medii aevi historica. Tom. 16. 18. W Krakowie 1901. 08. 

Biblioteka pisarzöw Palskich. No. 54. Kraköw 1907. 

Biblioteka przekladöw z literatury starozytnejn. 2. 3. W Krakowie 
1907. 08. 

Atlas geologiczny Galicyi. Zesz. 17 (Text). 21 (Text, Atlas). W Kra- 
kowie 1905. 08. 

Katalog literatury naukowej polskiej. Tom 7 (1907), zeßz. 3. 4- 
Krakow 1907. 
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Rocznik Akademii umiejetnoäci W Krakowie. Rok 1906/07. VV Kra- 
kowie 1907. 

Rozprawy Akademii umiejetnoHci. — Wydzial filologiczny. T. 44. 
(8er. II. T. 29) — WydziaJ. hiztor.-Hlozof. T. 49- 50 (Ser. II. T. 24. 
25). — Wydzial matemat.-przyrodniczego. T. 47. (Ser. III. T. 7). 
W Krakowie 1908. 

Sprawozdania komisyi do badania historyi sztuki w Polsce. T. 7, 
Index. T. 8, zesz. 1. 2. Kraköw 1906. 07. 

Sprawozdanie komisyi fizyograficznej. Tom. 40. 41. Kraköw 1907. 08. 

Materialy i prase komisyi jezykowej Akad. umiej. Tom. 2, zesz. 2. 3. 

W Krakowie 1907. 
Grabowski, Tod., Literatura Arganska w Polsce 1560 — 1660. Krakow 1908. 
KarlowiaSy Jan., Slownik qwar Polskich. Tom. 5 Kraköw 1907. 

Prochaska, Ant, Kröl Wladystaw Jagiello. Tom. 1. 2. W Krakowie 
1908. 

Sobicski, Waclaw, Henryk IV wobec Polski i Szwecyi 1602 — 16 10. 

Wadowski, Ks. Jan. Ambr., KoÄcioiy Iubelskie. Kraköw 1907. 

Mitteilungen des Musealvereines für Krain. Jahrg. 1. 20, 1—6. Lai- 
bach 1866. 1907. 

Izvestija Muzejskega druitva za Kranjsko. Letnik 17. VLjubljani 1907. 

Chronik der ukrainischen (ruthenischen) Sevcenko - Gesellschaft der 
Wissenschaften. H. 31. 32. Lemberg 1907. 

Sammelschrift der mathem -naturw.-ärztl. Sektion der Sevcenko-Gesell- 
schaft. Bd. 8. H. 2. Lemberg 1902. 

Kwartalnik etnograficzny „Lud". T. 13, zesz. 3. 4. T. 14, zesz. 1—3. 
W Lwowie 1907. 08. 

Ceske" Akademie Cisafe Frantiska Josefa. Almanach. Rocn. 18. V 
Praze 1908. 

Archiv pro lexikografii a dialektologii. Cisl. 7. Praze 1907. 

Bulletin international. Resume' des travaux präsentes. Classe des 
sciences mathematiques, naturelles et de la mldecine. Ann. 11 
(1906). Prague 1906. 

Rozpravy Seske* Akad. Trida L Cisl. 37. — Tfid. II. Rocn 16. ib. 1907. 

Sbirka Pramenü ku poznani literärniho zivota. Skup. I, Kada II, Cisl. 3. 
1901. Skup. II. Cisl. 3. 10. 1897. 1907. 

Vestnik cesk. Akad. Rocn. 16. ib. 1907. 

Nimec, B. Anatomie a fisiologie rostlin. Cest. 1. ib. 1907. 

Truhldr y Jos., Katalog cest^ch rukopisu. ib. 1906. 

VaUnowky, t/o«., Vseobecna Botanika. Skovnavacf morfologie. Dil I. 
II. ib 1907. 

Zibrt, Öenflc, Bibliografie ceske historie. Dil 4, Svaz 1. ib. 1907. 

Jahresbericht der k. böhm. Gesellsch. d. Wissenschaften für das Jahr 1907. 
Prag 1908. 

Sitzungsberichte der k. böhm. Gesellschaft d. Wissenschafben. Math.- 
naturw. Klasse Jahrg. 1907. — Philos. - histor. - philolog. Klasse 
Jahrg. 1907. Prag 1908. 

Vejdowky, F., Neue Untersuchungen über die Reifung und Befruch- 
tung. Prag 1907. 
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Beiträge zur deutsch-böhmischen Volkskunde. Im Auftrag der Gesell- 
schaft zur Förderung deutscher Wissenschaft, Kunst und Literatur 
in Böhmen hrg. Bd. 7. 8. Prag 1907. 08. 

Bibliothek deutscher Schriftsteller aus Böhmen. Bd. 3. 20. Prag 

1900. 08. 

Rechenschafts-Bericht über die Tätigkeit der Gesellschaft zur Förderung 
deutsch. Wissensch., Kunst u. Literat, in Böhmen. 1907. Prag 1908. 

Archiv cesky 6ili stare* pisemne* pamatky Ceske" i Moravske\ DH 24. 
V Praze 1908. 

59. Bericht der Lese- und Redehalle der deutschen Studenten in Prag 
über d. J. 1907. Prag 1908. 

Böhm, Jos. Oeo.y Die Kunstuhren auf der k. k. Sternwarte zu Prag. 
Hrg. von L. Weinek. Prag 1908. 

Magnetische und meteorologische Beobachtungen an der k. k. Stern- 
warte zu Prag im J. 1907. Jahrg. 68. Prag 1908. 

Mitteilungen des Vereins für Geschichte der Deutschen in Böhmen. 
Jahrg. 46, No. 1 — 4. Prag 1907/08. 

Bullettino di archeologia e storia dalmata. Anno 30 (1907), No. 1— 12 
Spalato 1907. 

Almanach der Kais. Akademie der Wissenschaften. Jahrg. 57. Wien 
1907. 

Anzeiger der Kais. Akademie der Wissenschaften. Math.-phys. Kl. 
Jahrg. 44 (1907). No. 1—27. Wien d. J. 

Archiv für österreichische Geschichte. Herausg. von der zur Pflege 
vaterländ. Geschichte aufgestellten Kommission der Kais. Akademie 
d. Wissensch. Bd. 98, I. Wien 1908. 

Denkschriften der Kais. Akademie d. Wissensch. Mathem.-naturw. Kl. 
Bd. 79, I. Wien 1908. 

Schriften der Balkankommission. Antiquarische Abteilung, m — V. — 
Linguistische Abteilung. IV— VIIL Wien 1904—07. 

Fontes rerum Austriacarum. österreichische Geschichtsquellen, hrg. 
von der histor. Kommission der Kais. Akademie der Wissensch. 
Abt. II. Bd. 60. Wien 1907. 

Sitzungsberichte der Kaiserl. Akad. d. Wissensch. Math. - naturw. Kl. 
Bd. 110 (1907) I, No. 6 — 10. II», No. 7—10. IT», No. 7—10. m, 
No. 7— 10. Bd. 117 (1908) I, No. 1—4. II*, No. 1—6. ü b , No. 1—6. 
III, No. 1—5. — Philos.-histor. Kl. Bd. 155, Abb. 4. Bd. 156, Abh. 
4. 5. Bd. 157, Abh. 5—7. Bd. 158, Abh. 1—3. 5. Bd. 159, Abh. 
1—7. Bd. 160, Abh. 1. Bd. 161, Abh. 1. 2. Wien 1907. 08. 

Abhandlungen der k. k. zoologisch - botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. 4. H. 4 Wien 1908. 

Verhandlungen der k. k. zoologisch-botanischen Gesellschaft in Wien. 
Bd. 57, H. 8—10. Bd 58, H. 1—7. Wien 1907.08. 

Verhandlungen der Österreich. Gradmessungs- Kommission. Protokoll 
über die am 26. März 1907 abgehaltene Sitzung. Wien 1907. 

Annalen des k. k. naturhistorischen Hofmuseums Bd. 21, No. 3. 4. Bd. 
22, No. 1. Wien 1906. 07. 

Abhandlungen der k. k. geologischen Reichsanstalt. Bd. 16, H. 2. 
Wien 1907. 
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Jahrbuch d. k. k. geologischen Reichsanstalt. Jahrg. 57 (1907), H. 4. 
Jahrg. 58 (1908), EL 1—3. Wien d. J. 

Verhandlungen d. k. k. geologischen Reichsanstalt. Jahrg. 1907, No. 1 1 — 18. 
Jahrg. 1908, No. 1 — 14. Wien d. J. 

Mitteilungen der Sektion f. Naturkunde des österreichischen Touristen- 
Club. Jahrg. 19. Wien 1907. 

Publikationen der v. Eufferschen Sternwarte, Bd. 6, Teil 5. Wien 1908. 

Ball, L. de, Die Theorie der Drehung der Erde. S.-A. (Publication 
der v. Kuffer'schen Sternwarte) 1907. 

Belgien. 

Academie Royale d'archeologie de Belgique. Bulletin. 1907, 3—5. 
1908, 1 — 4. Anvers d. J. 

Annuaire de l'Acade'mie R. des sciences, des lettres et des beaux-arts 
de Belgique. 1908. (Annee 74). Bruxelles d. J. 

Academie Roy. de Belgique. Bulletin de la classe des sciences. 
1907, No. 9 — 12. 1908, No. 1—8. — Bulletin de la classe des lettres 
et des sciences morales et politiques et de la classe des beaux-arts. 
1907, No. 9 — 12. 1908, No. 1 — 8. — Memoires. Classe des sciences. 
Collect, in 8°. Tom. 2 t Fase. 3. Collect. in4°. Tom. i, Fase. 5. — 
Classe des lettres et des sciences morales et politiques. Collect, in 
8°. Tom. 3, Fase. 2. Tom. 4, Fase. 1. Collect, in 4 0 . Tom. 2. 
Bruxelles 1907. 08. 

Analecta Bollandiana. T. 27, Fase. 1 — 4. Bruxelles 1908. 

Annales de la Sociäte' entomologique de Belgique. Tom. 5 1 . Bruxelles 1907. 

Bulletin de la Socilte* Roy. de Botanique de Belgique. Tom. 42. 
Fase. 3. Tom. 44, Fase. 1—3. Bruxelles 1906. 07. 

Ifemoires de la Socie'te* entomologique de Belgique. 15. 16. Bruxelles 
1908. 

Annales de la Socie'te* Roy. zoologique et malacologique de Belgique. 
Tom. 40 — 42. Bruxelles 1905 — 07. 

Annales de l'Observatoire Roy. de Belgique. N. Ser. Annales astrono- 
miques. Tom. 10, 11, Fase. 1. — Physique du Olobe. Tom. 3, Fase. 3. 
Bruxelles 1907. 

Annuaire astronomique de l'Observatoire Roy. de Belgique pour 1908. 

La Cellule. Recueil de Cytologie et d'histologie generale. T. 24, 
Fase. 2. Louvain 1907. 

Bulgarien. 

Godisnik na Sofiiskija Universität. Annuaire de l'Universite' de Sofia. 
2. 1905/06. Sofia 1906. 

Dänemark. 

Det Eong. Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter. Hist. og philos. 
Afd. 7. Rcekke. Bd. 1, No. 1. 2. Naturv. og math. Afd. 7. Rsskke 
Bd. 4, No. 3—5. Bd. 6, No. 1. Kjübenhavu 1907.08. 

Oversigt Over det Kong. Danske Videnscabernee Selskabs Forhandlinger 
i aar. 1907, No. 3—6. 1908, No. 1—3. Kjwbenhavn 1907.08. 

Regesta diplomatica historiae Danicae. Ser. II. Bd. 2, VI. ib. 1907. 
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Anecdota cartographica septentrionalia ed. Axel Bjornbo-Carl S. Pe- 
tersen. Hauniae 1908. 

Conseil permanent international ponr l'exploration de la mer. Bulletiu 
trimestriel. Ann£e 1906/07. No. 3. 4. — Publications de circon- 
stance. No. 42. — Bulletin statistique des pöches maritimes des 
pays du Nord de l'Europe. Vol. 2. Copenhague 1907. 08. 

England. 

A'berdeen University Studies. No. 25—30. Aberdeen 1907. 

Proceedings ofthe Cambridge Philosophical Society. Vol. 14, P. 4— 6. 
Cambridge 1908. 

Transactions of the Cambridge Philosophical Society. Vol. 20, No. 15. 16. 
Vol. 21, No. 1 — 6. Cambridge 1908. 

Proceedings of the R. Irish Academy. Vol. 27. Sect. A, P. 3—9. Sect. 
B, P. 1—5. Sect. C, P. 1—8. Dublin 1907. 08. 

The scientific Proceedings of the R. Dublin Society. Vol. u, P. 21—28. 
Dublin 1908. 

Economic Proceedings of the R. Dublin Society. Vol. 1, P. 12. 
Dublin 1908. 

Proceedings of the R. Society of Edinburgh. Vol. 28, No. 1—9. Vol. 
29, No. 1. Edinburgh 1908. 

Transactions of the R. Society of Edinburgh. Vol. 45, P. 4. Vol. 46, 
P. 1. Edinburgh 1908. 

Proceedings of the R. Physical Society. Vol. 17, P. 4. Edinburgh 1908 

Transactions of the Edingburgh Geologicai Society. Vol. 9, P. 2. Edin- 
burgh 1908. 

Proceedings and Transactions of the Liverpool Biological Society. 
Vol. 22. Liverpool 1908. 

Proceedings of the Roy. Institution of Great Britain. Vol. 18, 2 (No. 
100). London 1907. ' 

Proceedings of the R. Society of London. Vol. 80. 81. A. No. 530—549- 
B. No. 536 — 543. Yearbook of the Royal Society 1908. 

Philosophical Transactions of the R. Society of London. Ser. A. Vol. 207, 
p. 307—599. Vol. 208. 209, p. 1—203. Ser. B. Vol. 199, p. 281—425. 
Vol. 200, p. 1 — 240. London 1902 — 07. 

Proceedings ofthe London Mathematical Society. Ser. II. Vol. 5, P. 3 — 7. 
Vol. 6, P. 1—6. London 1907. 08. 

Journal of the R. Microscopical Society, containing its Transactions 
and Proceedings. 1908, No. 1 — 6. London d. J. 

Memoire and Proceedings of the Literary and Philosophical Society of 
Manchester. Vol. 52, P. 1 — 3. Manchester 1908. 

Report ofthe Manchester Museum Owens College for 1894. 1900/01. 01/02. 
04/03. 05/06. — Notes. No. 7. 8. (1901. 02). — Museum Haudbooks: 
Will. K. Hoyle, Handy Guide to the Museum. 3. edit. 1903 — 
B.Hobson, Correlation Tables of British Strata. 1901. — H. BoUon, 
Supplementary List of Type Fossils. Manchester 1894. 

The Victoria University of Manchester. Calendar. 1908/09. — Publica 
tions of the University of Manchester: Economic Series. No. 8 — 10. 
Educational Series. No. 1—3. — Historical Series. No. 7. — Classi- 
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cal Serie«. No. i. — Medical Series. No. 8—10. — University Lec- 
tures. No. 8. — Acting Edition of the Mostellaria of Plautus 
Ed. by G. Norwood. — Register of graduates up to July 1903. 
3. edit. Manchester 1907. 08. 

Frankreich. 

Annalee des Facultas de Droit et des Lettres d'Aix. Droit. T. 1. 
Lettres. T. 1. Aix 1907. 

Proces-verbaux de la Sodele" des sciences physiques et naturelles de 
Bordeaux. Annee 1906/07. Paris et Bordeaux 1907. 

Observations pluvionidtriques et thermome"triqueB t'aites dana le Departe- 
ment de la Gironde de Juin 1906 a Mai 1907. Note de G. Ray et. 
Bordeaux 1907. 

Catalogue de la Bibliotheque de la Sociöte* nationale des sciences natu- 
relles et mathäniatiques de Cherbourg. P. II, Liv. 1. Cher- 
bourg 1873. 

Revue d'Auvergne et Bulletin de PUniversite' de Clermont-Ferraud. 
Ann. 25, No. 3. 4. Clermont-Ferrand 1908. 

Memoires de l'Academie des sciences, belles lettres et arte de Lyon. 
Science et lettres. Ser. III T. 9. Paris et Lyon 1907. 

Annales de l'Universite* de Lyon. N. S. Sciences. M^decine. Fase. 20. 
21. 23. Droit, Lettres, Fase. 19. Paris et Lyon 1907. 08. 

Annales de la Fachte" des sciences de Marseille. T. 16. Marseille 1908. 

Acadtmie des sciences et lettres de Montpellier: Me*moires de la 
section des lettres. 8er. II. T 3, No. 3. T. 5, No. 1. — Me*moiret> 
de la section de mädecine. Ser. II. T. 2, No. 3. — Menioires de la 
section des sciences. Ser. II. T. 3, No. 5 — 8. Montpellier 1906 — 08. 

Bulletin des sdances de la soci^te" des sciences de Nancy. Se>. HI. 
T. 8, Fase. 1—3. T. 9, Fase. 1. Paris et Nancy 1907. 08. 

Institut de France. Annuaire pour 1907. 08. Paris. 

Oeuvres completes d' Augustin Cauchy. PubL sous la direction scienti- 
fique de l'Academie des sciences. Sex. I. T. 2. Paris 1908. 

Comite international des poids et mesores. Proces verbaux des s£ancea. 
Se>. II. T. 4. Session de 1907. Paris. 

Travaux et memoireB du Bureau international des poids et mesures. 

T. 13. Paris 1907. 
Bulletin du Museum d'histoire naturelle. Annee 1907, No. 4 — 7. 1908, 

No. 1—4. Paris d. J. 

Annales de l'Ecole normale supörieure. HI. Se>. T. 24, No. 11. 12. 
T. 25, No. 1 — 10. Paris 1907. 08. 

Journal de T^cole polytechnique. Ser. II. Cah. 11. Paris 1908. 

Bulletin de la Soci^te* mathe*matique de France. T. 33, No. 3. T. 36. 
No. 1 — 4. Paris 1905. 08. 

Bulletin de la Socilte* scientifique et mädicale de l'Ouest. T. 15. 16. 17, 
No. 1. Rennes 1906—08. 

Annales du midi. Revue de la France meridionale, fondäe sous les 
auspices de rUniversite" de Toulouse. Ann. 19. No. 74—76 Ann. 20. 
No. 77. 78. — Bibliotheque meridionale. Ser. I, No. 11. Ser. II, 
No. 11. 12. Toulouse 1907. 08. 

1009 b 
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Annales de la Facultas des sciences de Toulouse pour leB sciences 
mathe'matiques et les sciences physiques. Se'r. II. T. 9, Fase 2 — 4. 
T. 10, Fase. r. Paris et Toulouse 1907. 08. 

Annales de l'Observatoire astronomique, magnetique et m6te*orologique 
de Toulouse. T. 7. Toulouse, Paris 1907. 

Bulletin de la Commission m£täorologique du Department de la Haute 
Garonne.. T. I, Fase. 5 (1905). Toulouse 1907. 

Griechenland. 

ßcole francaise d'Athenes. Bulletin de correspondance helldnique 
[Athen]. Ann6"e 26, 7 — 12. Ann. 31, 8—12. Ann. 32, 1— 12. 
Paris 1902. 07. 08. 

Mitteilungen des Kaiserl. Deutschen Archäologischen Instituts. Athe- 
nische Abteilung. Bd. 32, H. 4. Bd. 33, H. 1 — 3. Athen 1907. 08. 

kfhpä. .Evyypapfux niQiodixöv xf\g iv kd^vatg 'B^tioxTi^ovix^s 'Exatfftutg. 
T. 19, No. 3. 4. T. 20, No. 1—3. Athen 1907. 08. 

'E&vtxov navBmcx^iov y Tu xaxu xty ÜQVxccvsLav IJffvxavivcavtog xara 
xb kxaörjuiaxbv frog 1905 — 07. 

Holland. 

Jaarboek van de Kon. Akad. v. Wetenschappen gevestigd te Amsterdam 
voor 1907. Amsterdam 1908. 

Verhandelingen d. Kon. Akad. v. Wetenschappen. Afdeel. Letterkunde 
II. Reeks. Deel 8, No. 4. 5. Deel 9. 10, No. 1. — Afdeel. Natur- 
kunde. Sect. I. Deel 9, No. 5—7. Sect. II. Deel 13, No. 4—6. 
Deel 14, No. 1. Amsterdam 1907. 08. 

Verslagen van de gewone vergaderingen der wis- en natuurkundige 
afdeeling der Kon. Akad. v. Wetenschappen. Deel 16. I. EL 
Amsterdam 1907. 08. 

Programma certaminis poetici ab Acad. Reg. discipl. Neerlandica ex 
legato Hoeufftiano indicti in annum 1909. — Casoli, Alph. y Ad con- 
ventum Hagensem de pace publica. Carmen in certamine poetico 
Hoeufftiano praemio aureo ornatum. Acced. 4 carmina laudata. 
Amstelodami 1908. 

Revue semestrelle des publications mathematiques. T. 16, P. 1. 2. — 
Table des matieres cont. dans les Vol. 11 — 15. Amsterdam 190$. 

Index du Repertoire bibliographique des scienses mathematiques. Nouv. 
e*dit. Amsterdam, Paris 1900. 

Nieuw Archief voor Wiskunde. Uitg. door het Wiskundig Genootschap 
te Amsterdam. 2. Reeks. Deel 2. 4, St. 4. Deel 5, St. 4. Deel 
St. 2. 3. Amsterdam 1896 — 1908. — Programma van jaarl. prijsvragcn 
voor het jaar 1898 — 1908. — Wiskundige opgaven. Deel 6, St. 1. 
Deel 8, St. 1. Deel 10, St. 1—3. ebd. 1893— 1908. 

Verslag van de 118. 119. 121 — 123. 126. Algemeene Vergadering van 
het Wiskundige Genootechap. Amsterdam 1898 - 1905. 

Technische Hoogeschool te Delft: 2 Dissertationen a. d. J. 1908. 

Archives ntterlandaises des sciences exacteB et naturelles, publikes 
par la Sociäte' Hollandaise des sciences ä Harlem. Ser. n. T. 13. 
Livr. 1—5. Harlem 1908. 
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Natuurkundige Verhandelingen van h. Holl. Maatachappij d. weten- 
schappen. Derde Veizam. Deel 6, St 3. 4. Haar lern 1907. 

Oeuvres completes de Christian Huygens. Publ. par la Sociäte" Holland, 
d. sciences. T. 11. La Haje 1908. 

Arcbive8 du Muaee Teyler. St5r. H. Vol. 11, P. 2. Harlem 1908. 

Handelingen en mededeelingen van de Maatachappij der Nederlandsche 
Letterkunde te Leiden over het jaar 1907/08. Leiden 1908. 

Levensberigten der afgestorvene medeleden van de Maatachappij der 
Nederlandsche Letterkunde te Leiden. Bijlage tot de Handelingen 
van 1907/8. Leiden 1908. 

Tydschrif voor Nederlandsche taal-en letterkunde. Uitgeg. vanwege 
de Maatechapp. d. Nederl. Letterkunde. Deel 26, Afd. 3. 4. Deel 27, 
Afd. 1. 2. Leiden 1907. 08. 

Nederlandsch kruidkundig Arcbief, Verslagen en mededeelingen der 
Nederlandsche botanische Vereeniging [Leiden] Nijmegen 1907. 

Recueil des travanx botaniques Neerlandais. Publ. par la Socie'te' 
botanique Neerlandaise. Vol. 4. Liv. 3. 4. Vol. 5, Liv. 1. Nij- 
megen 1907. 08. 

Aanteekeningen van het verhandelde in de sectie-vergaderingen van 
het Provinc. Utrechtsche Genootschap van kunsten en wetensch., 
ter gelegenheid van de algem. vergad., gehouden d. 2. Jun. 1908. 

Veralag van het verhandelde in de algem. vergad. van het Provinc. 
Utrechtsche Genootschap van kunsten en wetensch., gehouden 
d. 3. Jun. 1908. 

Bidragen en Mededeelingen van het Historisch Genootschap gevewtigd 
te Utrecht. Deel 29. Amsterdam 1908. 

Werken van het Histor. Genootschap. gev. te Utrecht. Ser. HL 13. 
Amsterdam 1908. 

Ünderzoekingen gedaan in het Physiol. Laboratorium d. Utrechtsche 
Hoogeschool. V. Beeks. 9. Utrecht 1908. 

Recherches astronomiques de l'Observatoire d'Utrecht. 3. Utrecht 1908. 

Italien. 

Bollettino delle pubblicazioni italiane ricevute per diritto di stampa. 
No. 84 — 95. Firenze 1907. 08. 

Atta e Rendiconti dell' Accademia di scienze, lettere ed arti di Aci- 
reale. Ser. Dl. Vol. 4. Acireale 1908. 

Memorie delia R. Accademia delle scienze dell' Istituto di Bologna. 

Ser. VI. T. 4. Bologna 1907. 

Rendiconto delle sessioni della R. Accad. dell' Istituto di Bologna. 
N. S. Vol. 11. Bologna 1907. 

Memoire della R. Accademia delle Bcienze del* Istituto di Bologna. 
Classe di scienze morali. Ser. L T. 1. Sezione di scienze giuridiche 
Fase. 1. Sez. di scienze storico-filologiche Fase. 1. 

Rendiconti delle sessioni della R. Accademia delle scienze del Istituto 
di Bologna. Classe d. scienze morali. Ser. I. Vol. 1, Fase. 1. 
Bologna 1908. 

Bollettino delle sedute della Accademia Gioenia di scienze naturali in 
Catania. Ser. H. Fase. 1 — 4. Gatania 1907. 

b* 



XX Verzeichnis der eingeqakgknen Schriften. 

Terzo Centenario della nascita di Evangelista Torricelli 1608 — 190S 
Due i neigin aatografi di Galileo Galilei e Eyangelista Torricelli. 
Firenze 1908. 

Atti della R. Accademia Peloritana. Vol. 22, Fase. 1. 2. — - Resconti delle 
tornate delle dasei. Marz. — Giugn. 1907. Messina. 

R. Istituto Lombardo di scienze e lettere. Rendiconti. Ser. II. Vol. 40. 
Fase. 17—20. Vol. 41, Fase. 1— 16. Milano 1907. 08. 

Memorie del R. Istituto Lombardo di scienze e lettere. Classe di lettere 
e scienze atoriche e morali. Vol. 21. Fase. 6. 7. — Classe di scienze 
matematiche e naturali. Vol. 20. Fase. 10. Milano 1908. 

Raccolta Vinciana presso PArchivio storico del comune di Milano. 
Fase. 4. Milano 1907/08. 

Atti della Fondazione scientifica Cagnola. Vol. 21. Milano 1908. 

Societa Reale di Napoli. Atti della R. Accad. delle scienze fisiche et 
matematiche. Ser. n. Vol. 13. Rendiconto. Vol. 13 (Anno 46), 
Fase. 11. 12. Vol. 14 (Anno 47), Fase. 1—7. Napoli 1907. 08. 

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo. T. 25, Fase. 1 — 3. 
T. 26, Fase. 1. 2. - Suppl. Vol. 2, No. 5/6. Vol. 3, No. 1—4. 
Annuario. 1908. Indice delle Pubblicazioni 1 — 26. Palermo 1907. 08. 

Processi verbali della Societa Toscana di scienze naturali residente in 
Pisa. Vol. 17, No. 2 — 5. Pisa 1907. 08. 

Atti della R. Accademia dei Lincei. Classe di scienze morali, storiche 
e filologiche. Ser. V. Notizie degli seavi. Vol. 4, Fase. 7—12. 
Vol. 5, Fase. 1—8. Rendiconti. Vol. 16 (1907), Fase. 6— 12. Vol. 17 
(1908), Fase. 1—6. — Classe di scienze fiaiche, matematiche e 
naturali. Ser. V. Memorie. Vol. 6, Fase. 13 — 17. Rendiconti. Vol. 16 
(1907), II. Sem., Fase. 12. Vol. 17 (1908) [I. Sem.], Fase. 1— 12. 
II. Sem., Fase. 1 — 10. — Rendiconto dell' adunanza solenne del 
7. Giugn. 1908. — Biblioteca della R. Accademia dei Lincei. Elenco 
Bibliografico delle Accademie, Societa, Istituti etc. corrispondenti 
con la R. Accad. dei Lincei. Roma 1907. 08. 

Mitteilungen des Kais. Deutschen Archäologischen Instituts. Römische 
Abtheilung (Bollettino dell* lmp. Istituto Archeologico Germanico 
Sezione Romana). Bd. 22, H. 3.4. Bd. 23, H. 1. Roma 1907. 08. 

Atti della R. Accademia dei Fisiocritici di Siena. 8er. IV. Vol. 10, 
No. 1—5. Vol. 11, No. 1 — 3. Vol. 17, No. 1 — 4. Vol. 19, No. 7— 10. 
Vol. 20, No. 1—6. Siena 1898 — 1908. 

Atti della R. Accademia delle scienze di Torino. Vol. 43, Disp. 1 — 15. 
Torino 1908. 

Memorie della R. Accademia delle scienze di Torino. Ser. IL T. 58. 
1908. 

Osservazioni meteorologiche fatte nelP anno 1907 all' Osservatorio della 
R. Universita di Torino. Torino 1908. 

Atti del R. Istituto Veneto. Vol. 65. 66. 67, No. 1—5. Venezia 1905—08. 

Memorie del R. Istituto Veneto. Vol. 27, No. 6—10. Vol. 28, No. 1. 
Venezia 1906. 07. 

Osservazioni meteorologiche e geodinamiche eseguite nelT anno 1900 
neir osservatorio del Seminario patriarcale di Venezia. Venezia 1907. 
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Luxemburg. 

Institut Gr.-Duc. de Luxembourg. Section des sciences naturelles, phy- 
siques et mathematiques. Archives trimestrielles. N. S. T. 2. 3. 
Luxembourg 1908. 

Portugal. 

Annaea scientificos da Academia politechnica. VoL 2. No. 4. Vol. 3, 
No. 1—3. Coimbra 1907. 08. 

Rumänien. 

Buletinul Societa£ii de sciinte fizice (Fizica, Chimia si Mineralogia) 
diu Bucuresci-Romania. *Anul 16, No. 5. 6. Anul 17, No. 1 — 4, 
Bucuresci 1908. 

Rußland. 

Meteorologisches Jahrbuch für Finland. Hsg. von der Meteorologischen 
Zentralanstalt. Bd. 1 (1901). Helsingfors 1908. 

Observations me'te'orologiques publ. par Tlnstitut me^orolojrique central 
de Ia Societä des sciences de Finlande. 1897/98. Helsingfors 1908. 

Bulletin de la Commission ge*ologique de Finlande. No. 6 — 13. 19. 
Helsingfors 1899 — 1907. — Sederholm, J. J , Explanatory Notes to 
accompany a Geological Sketch-Map of Fenno-Scandia. ib. 1908. 

Catalogu© photographiquc du ciel. Zone de Helsingfors entre -f- 39 0 -|- 47°. 
Publ. par Anders Bonner. Se*r. L T. 3. Helsingfors 1908. 

Annales de rObservatoire physique central. 1903. Suppl. 1904» Suppl. 
Irkoutsk 1906. 08. 

Bulletin de la Sociöte* physico-mathematique de Kasan. Ser. H. T. 15, 
No. 4. T. 16, No. 1. Kasan 1906. 08. 

üöenyja zapiski Imp. Kasanskago Üniversiteta. T. 75, No. 1—6. 8— 11. 
Kasan 1908. 

Universitetskya Izvestija. God 47, No. 10—12. God 48, No. 1—8. 10. 
Kiev 1906. 07. 

Mitteilungen der Ukrainischen Gesellschaft der Wissenschaften. No. 1. 
Kiev 1908. 

Bulletin de la Sociöte' Impe'r. des Naturalistes de Moscou. Annee 1907, 
No. 1 — 3. Moscou d. J. 

Ucenyja Zapiski Imp. Moskovskago Üniversiteta. Otd§l jurid. Vyp.24 — 31. 
— Otd. med. Vyp. 10 — 14. — Otd. istor.-filol. Vyp. 34—37. — 
Otd. estestvenno-istor. Vyp. 22. — Otd. fis.-mat. Vyp. 23. 24. 
Moskva 1904—08. 

Beobachtungen, angestellt im Meteorologischen Observatorium der Kais. 
Universität Moskau i. d. J. 1903. 04. Moskau 1907. 

Bulletin de FAcade'mie Imperiale des sciences de St. Pe"terBbourg. 
Se>. V. T. 25, No. 3—5. S<Sr. VI. No. 1— 18. St. Petenbourg 1907. 08. 

M6moires de l'Acadeime Imperiale des sciences de St. Pätersbourg. Classe 
physico-mathematique. Se'r. VHI. Vol. 17, No. 7. Vol. 18, No. 1—6. 
Vol 19, No. 1—6. 8 — 1 1. Vol. 20. 21, No. 1. 2. Vol. 22. 23, No. 1. — 
Classe historico-philologique. Se'r. VID. Vol. 7, No. 8. Vol. 8. 9, 
No. 1. St. Peterobourg 1906—08. 
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Academie Imp£r. des sriences. Comptea renduB des seances de la com- 
misaion de Sismique permanente. T. 2, Liv. 3. St. Petersbourg 1907. 

Comite geologique. Balletbs. T. 25, No. 16. T. 26, No. 1 — 7. T. 27, 
No. 1—3. — Memoires. N. Sär. No. 22. 28. 30. 32. 34. 35. 41. 42. 
S. Petersbourg 1907. 08. 

Acta Horti Petropolitani. T. 27, Fase. 2. T. 28, Fase. 1. T. 29, Fase. 1. 
S. Peterburg 1908. 

Pnblications de l'Observatoire physique central Nicolas. Ser. II. Vol. 16, 
Fase. 1. Vol. 18, Fase. 2. St. Petersbourg 1907. 

Trudy Imp. S.-Peterburgskago Obscestva Estestvoispytatelej. Travaux de 
la Soci^te* des naturallstes de St. Petersbourg. T. 36, Liv. 3. 4. 
S. Petersbourg 1906. 07. 

Izvestija Imp. archeolog. Kommissii. Vyp. 6 — 24 (1904 — 07). — Pri- 
bavleni^ K. Vyp. 6. 9. 10. 14. 16. 18. 19. 21. 22 (1903 — 07). — 
Otcet. Imp. arcbeol. Kommissii za 1901 — 04. — Materialy po Archeo- 
logü Rossii. No. 29. 30 (1903. 06). — Albom risnikov pomescennych 
v Otcetach Imp. archeol. Kommissii za 1882 — 98. — Ukazateli k 
Otcetam Imp. archeol. Komm, za 1882 — 98. S. Peterburg. 

Obozrenie prepodavanija nauk v Imp. S. Petersburgskago Universiteta 

na 1907/08. 08/09. S. Peterburg 1907. 08. 

Otcet o sostojanij i döjatelnoati Imp. S. Peterburgsk. Universiteta za 
1907. S. Peterburg 1908. 

Missions scientifiques pour la mesure d'un arc de m^ridien au Spitz- 
berg, entreprises en 1899 — 1901 sous les auspices des gouvernemente 
Russe et Suödois. Mission Russe. Tom. 1. Sect. IE. A. a. Tom. 2. 
Sect. IX. B. 1. St. Petersbourg 1907. 

Zapiski istoriko-filologiceskago Fakulteta Imp. S. Peterburgsk. Universi- 
teta. Cast. 51. 86. 87. S. Peterburg 1899. *9°7- 08. 

Byzantina Xronika. T. 12. 13. 14, 1. S. Peterburg 1906. 07. 

Oeuvres de V. L. Tchebychef, pubL par A. Markoff et N. Sonin. T. 2- 
S. Petersbourg 1907. 

Arbeiten des Naturforscher- Vereins zu Riga. N.Folge. H. 11. Riga 1908. 

Seismische Monatsberichte des physikalischen Observatoriums zu Tiflis 
1905, No. 10—12. 1907, No. 1—9. 

Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa naukowego Warszawskiego. 
Rok 1, Zesz. 1—5. Warszawa 1908. 

Schweden und Norwegen. 

Bergens Museum. Aarbog for 1907, H. 3. 1908, H. 1. 2. — Aarsberet- 
ning for 1907. Bergen 1908. 

Sars, G. 0. An Account of the Crustacea of Norway. Vol. 5, P. 21. 22. 
Bergen 1908. 

Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania. Aar 1907. 
Christiania 1908. 

Skrifber udgivne a Videnskabs-Selskabet i Christiania. Math.-naturvid. 
Kl. 1906. H. 1907. Hist.-filo8. Kl. 1907. Kristiania 1908. 

Eranos. Acta philologica Suecana. Vol. 7. 8, Fase. 1—3. Göteborg 
1907. 08. 

Lunds üniversitets Ärs-Skrift. N. Följd. Afd. U, 2. 3. Lund 1906—08 
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Acta mathematica. Hag. v.£. Mittag- Leffler. 31,2—4. Stockholm 1908. 

Arkiv för botanik, utg. af K. Svenska Vetenakaps-Akademien. Bd. 7, 
Stockholm 1908. 

Arkiv för kemi, mineralogi och geologi, utg. af K. Svenska Vetenakaps- 
Akademien. Bd. 3, H. 1. 2. Stockholm 1908. 

Arkiv för mathematik, astronomi och fysik, ntg. af E. Svenska Vetena- 
kapa-Akademien. Bd. 4. Stockholm 1908. 

Arkiv för zoologi, utg. af K. Svenska Vetenakaps-Akademien. Bd. 4. 
Stockholm 1908. 

Kungl. Svenska Vetenskapa-Akademiena Handlingar. Ny Följd. Bd. 42, 
10—12. Bd. 43, 1—6. Stockholm 1907. 08. 

Kungl. Svenak. Yetenakaps Akademiens Arsbok tbr 1908. Uppsala, 
Stockholm. 

Meddelanden fr&n K. Vetenakaps Academiens Nobelinstitut. Bd. 1, 
No. 8— 11. UppBala et Stockholm 1907. 08. 

Meteorologiska Jakttagelser i Sverige, ntg. af Kungl. Svenska Vetens- 
kaps Akademien. Bd. 48. Bihang. Bd. 49 och Bihang. Stockholm 
1907. 08. 

Berättelser om Folskakoloren i Riket för 1899 — 1904 *f tili för- 
ordna de Folskoleinspektirer. I. II. Stockholm 1906. 

NordsUdt, C. P. 0., Index Deamidiacearum. Suppl. opus aubaidiia Beg. 
Acad. scient. edit. Lundae, Berolini 1908. 

Entomologisk Tidskrift utg. af Entomologiska Foreningen i Stockholm. 
Arg. 28 (1907). Uppsala. 

Nordiska Museet Fataburen. 1907. H. 1 — 4. Stockholm 1908. 

Aatronomiska Jakttagelser och Underaökningar anstalda pä Stockholms 
Observatorium Bd. 8, No. 7. Bd. 9, No. 1. Stockholm 1908. 

Tromao Museums Aarshefter 25 (1902). Tromso 1907. 08. — Aars- 
beretning for 1906. 07. 

Bulletin mensuel del'Observatoire meHeorologique de l'UniverBite' d'Upsal. 
Vol. 39 (1907). üpsal 1908. 

Bibliographia Linnaeana. Matlriaux pour aervir ä une Bibliographie 
Linneenne. Recueill. par J. M. Htdth. P. 1, Luvt. i. Uppaala 
Berlin 1907. 

Bref och akrifvelaer af och tili Carl von Linne' med underatöd af Svenska 
Staten utg. af Upaala Univeraitet. Afd. I. Deel 1. 2. Stockholm 
1907. 08. 

Linne'porträtt. Vid Uppsala Universitets minnesfest pä 200-ärs-dagen af 
Carl von Linnes födelse. A Universitets vägnar af Tycho Tullberg. 
Stockholm 1907. 

Zoologiska Studier tillägnade Prof. T. Tullberg pä bans 65-ära-dag. 
Uppaala 1907. 

Bulletin of the Geological Inatitution of the University of Upsal. Vol. 8 
(1906. 07), No. 13. 14. Uppsala 1908. 

Urkunder tili Stockholms Hiatoria I. Stockholms stada privilegielret 
1423— 1700. H. 3. Utg. af K. Humaniatiaka Vetenskaps-Samfundet 
Stockholm 8. a. 

Staaft, Erik, Etüde aur Fanden dialecte Läonais. Utg. med underatöd 
af Vilhelm Ekmana Univeraitetafond. Uppsala 1907. 
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Schweiz. 

Jahresverzeichnis der Schweizerischen Universitäten 1906/07. 07/08. 
Basel 1907. 08. (2 Exemplare ) 

Nene Denkschriften der Allgemeinen Schweizer. Gesellschaft für die ges. 
Naturwissenschaften (Nouveaux Me"moires de la Socilte* Helvätique 
des sciences naturelles). Bd. 42, r. Bd. 43. Basel, Zürich 1907. 

Verhandlungen der Schweizerischen Naturforschenden Gesellschaft zu 
Freiburg (1907). Aarau 1907. — Compte rendu de la session 86 — 89 
de la Sociele* helve*tique des scienc. naturelles. S.-A. (Archives d. 
Geneve 1907.) 

Baseler Zeitschrift für Geschichte und Altertumskunde. Hrsg. von der 
Histor. u. Antiquar. Gesellschaft in Basel. Bd 7, H. 2. Bd. 8, H. 1. 
Basel 1908. 

Verhandlungen der Naturforschenden Gesellschaft in Basel. Bd. 19, 
H. 3. Basel 1908. 

Mitteilungen der nattirforschenden Gesellschaft in Bern a. d. J. 1907. 
No. 1629— 1664. Bern 1908. 

Jahresbericht der naturforschenden Gesellschaft Graubündens. Bd. 50. 
Chur 1908. 

Universität Frei bürg, Schw. Verzeichnis der Vorlesungen. W.-8. 1907/08. 

Memoire« de la Sociöte" de physique et d'histoire naturelle de Geneve. 
T. 35, P. 4. Geneve 1907. 

Anzeiger für Schweizerische Altcrthumskunde. Hrsg. vom Schweizerischen 
Landesmuseum. N.F. Bd. 9, No. 3.4. Bd. 10, No. 1. 2. Zürich 1907.08. 

Schweizerisches Landesmuseum. 16. Jahresbericht (1907). Zürich 1908. 

Jahrbuch für Schweizerische Geschichte. Bd. 33. Zürich 1908. 

Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. Jahrg. 52. 
H. 3/4. Zürich 1908 

Beitrage zur geologischen -Karte der Schweiz. N. F. Lief. 15. 21. 22. 
Bern 1907. 08. 

Serbien. 

Glas srpske kralj. Akademsja. 72 — 74. — Godiinjak. 20 (1906). — 
Spomenik. 45. — Sbornik za istor., jezik etc. (Istorijski Sbornik), 
Knj. 4. — Srpske Etnografski Zbornik. Knj. 7 — 9. — Crna gora za 
morejskog rata (1684— 1699) od. Job. H. Totnica. Beograd 1906. 07. 

Afrika. 

Transactions of the South African Philosophical Society. Vol. 13. 
P- S47—75 2 - Vol. 17, P. 2. 18, P. 2. 3. Cape Town 1908. 

Geodetic Survey of South Africa. Vol. 5. London 1908. 

Nordamerika. 

Annual Report of the American Historical Association for the year 1905. 
Vol. II. 1906, I. II. Washington 1907. 08. 

Transactions and Proceedings of the American Philological Association. 
Vol. 37. 38. Boston 1906, 07. 

Journal of the American Oriental Society. Vol. 28, No. 2. New Häven 1907. 
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The Astronomical and Astrophysical Society of America. 6. Meeting. 
(S.-A.) Philadelphia 1904. 

Bulletin of the Geological Society of America. Vol. 18. New York 1907. 
Publications of the Alleghany Observatory. Vol. i t No. 1—7. 9. S. 1. e. a. 

Maryland Geological Survey. Vol. 6. — Calvert County. St Mary's 
County (withmaps).-Weather Service. V0I.2. Baltimore 1906. 07. 

The Johns Hopkins üniversity Circular. 1907, No. 7—9. 1908, No. 1—7. 
Baltimore 1907. 08. 

American Journal of Mathematics pure and applied. Publ. under the 
auspices of the Johns Hopkins Üniversity. Vol. 29, No. 4. Vol. 30, 
No. 1. 2. Baltimore 1907. 08. 

American Journal of Philology. Vol. 28, No. 3. 4. Vol. 29, No. 1. 2. 
Baltimore 1907. 08. 

American chemical Journal. Vol. 38, 39. Baltimore 1907. 08. 

Johns Hopkins üniversity Studies in historical and political science. 
Ser. 25, No. 6 — 12. Ser. 26, No. 1 — 10. Baltimore 1907. 08. 

Memoirs of the American Academy of arts and sciences. [Boston] 
Vol. 13, No. 6. Cambridge 1908. 

Proceedings of the Boston Society of natural history. Vol. 32, P. 3—12. 
VoL 33, P. 3—9. Boston 1906. 07. 

Proceedings of the American Academy of arts and sciences Vol. 43, 
No. 7—22. Boston 1908. 

The Museum of the Brooklyn Institute of arts and sciences. Science 
Bulletin. Vol. 1, No. 12. 13. Brooklyn 1908. 

Bulletin of the Museum of comparative Zoology, at Harvard College, 
Cambridge, Mass. No. 4. 8. Vol. 11. 43, No. 6. 48, No. 4. 49, 
No. 5. 6. 51,7 — 12. 52,2 — 5. 53,1.2. Cambridge, Mass. 1865 — '908. 

Memoirs of the Museum of comparative Zoology, at Harvard College, 
Cambridge, Mass. Vol. 1. 2. 34, No. 2. 35, No. 2. Cambridge, 
Mass. 1864— 1908. 

Annual Report of the Keeper of the Museum of comparative Zoology, 
at Harvard College for 1862—68. 70. 71. 74. 76. 1907/08. 

Agassiz, Alex., An Adress of the opening of the Geological Section of 
the Harvard üniversity Museum, 1902. — James, Will, Louis Agassiz : 
Words spoken at the reception of the American Society of natura- 
lists by the President and Fellows of Harvard College, 1896. Cam- 
bridge, Mass. 

Field Columbian Museum. Publications. No. 3. 121— 128. Chicago 1895. 
1907. 08. 

The Botanical Gazette. Vol. 45, No. 1 — 5. Chicago 1908. 

The John Crerar Library. Annual Report. 12. 13. Chicago 1907. 08. 

üniversity of Cincinnati Record. Ser. I. Vol. 3, No. 5—7. 8. 9. 

Vol. 4, No. 1. 4—9. 
The üniversity of Missouri Studies. Science Series. Vol. 2, No. 1. 

Columbia 1907. — Laws Observatory, üniversity of Missouri. 

No. 8 — 10. 13. 14. Columbia 1908. 

Jowa Geological Survey. Vol. 17. Ann. Report for 1906. Des Moines 1907. 

Proceedings of the Indiana Academy of sciences. 1906. 07. Indiana- 
polis 1907. 08. 
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Bulletin of the American Mathematical Society. Ser. II. Vol. 14, 
No. 4 — 10. Vol. 15, No. 1 — 3. Lancaster 1907. — Annual Register. 
New York 1908. — International Association for promoting the study 
of Quaternions and allied Systems of Mathematics. March 1908. 

Transactions of the American Mathematical Society. Vol. 9, No. 1 — 4. 
Lancaster and New York 1908. 

Publications of the Washburn Observatory of the University of Wisconsin. 
Vol. 15, P. II. Madison 1907. 

Wisconsin Geological and Natural History Survey. Bulletin, No. 16—18 
Madison 1907. 

Memorias de la Sociedad cientffica „Antonio Alzate". T. 24, Cuad. 10 — 12. 
T. 25, Cuad. 1—3. T. 26, Cuad. 1—9. Mexico 1907. 08. 

Bulletin of the Wisconsin Natural History Society. N. S. Vol. i, No. 1. 4. 
Vol. 2, No. 4. Vol. 6, No. 1. 2. Milwaukee 1900—08. 

Lick Observatory, University of California. [Mount Hamilton.] 
Bulletin. No. 125—128. 130—137. 140—143. — Publications of the 
Lick Observatory. Vol. 10. Sacramento 1907. 08. 

Vanderbilt University Studies: Tolman, H. C. The Behistan Inscription 
of King Darius. Nashville, Tenn. 1908. 

Transactions of the Connecticut Academy of arts and sciences. Vol. 13, 
p. 299—548. Vol. 14, p. 1—57. New Häven 1908. 

Nabuco,Joaq., The spirit of Nationality in the History of Brazil. Adress 
deliv. before the Spanish Club of Yale University. New Häven 1908. 

Annais oftheNewYork Academy of sciences. Vol. 17, P. 3. Vol. 18, 
P. 1. 2. New York 1907. 08. 

American Museum of Natural History. Bulletin. Vol. 15, P. 2. Vol. 23. 
25. — Memoire. Vol. 3, P. 4. Vol. 9, P. 4. Vol. 10. 14, P. 2. 



New York 1907. 08. — Morris Ketchum Jesup. ib. 1908. 

The American Museum Journal. Vol. 8, No. 1 — 8. — The Foyer Collec- 
tion of meteorites. Ed. by Edm. Otis Hoven. New York 1908. 

American Geogranhical Society. Bulletin. Vol. 39, No. 12. Vol. 40, 
No. 1 — 11. New York 1906. 07. 

Suppleinentary Papers of the America-School of classic studies in Roma. 
Vol. 2. New York 1908. 

Studies from the Rockefeller Institute of Medical Researche. VoL 7. 8. 
(New York) 1907. 08. 

American Journal of Archaeology. N. S. Vol. 11, No. 4. Suppl. Vol. 12, 
No. 1 — 3. Norwood Mass. 1907. 08. 

Oberlin College. The Wilson Bulletin. N. 8. Vol. 14, No. 3. 4. Vol. 15, 
No. 1 — 3. Oberlin, Ohio 1907. 08. 

Proceedings and Transactions of the R. Society of Canada. General 
Index. Ser. I and H (1882 — 1906). Ser. n. Vol. 12. Suppl. Ser. HI. 
Vol. 1. Ottawa 1906. 07. 

Canada's fertile Northland. Ed. by Ernest J. Chambers. Ottawa 1908. 

Geological Survey of Canada. No. 923. 939. 949. 953. 958. 959. 968. 
97 1 - 977- 979- 9 8 *- 986. 988. 992. 996. 1017. 1028. — Annual Re- 
port. Vol. 16 (with maps). — General Index to Reports, 1885 — _ 
1006. — The Fall at Niagara. Ottawa 1907. 08. 
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Proceedings of the Academy of natural sciences of Philadelphia. 
Vol. 59, P. 2. 3- Vol. 60, P. 1. 2. Phüadelphia 1907. 08. 

Proceedings of the American Philosophical Society, held at Philadelphia. 
No. 187—189. Philadelphia 1907. 08. 

Transactions of tbVAmerican Philosophical Society, held at Philadelphia. 
N. S. Vol. 2i,' No. 4. 5. Philadelphia 1907. 08. 

The Journal atcomparativeNeurology. Vol. 18, No. 1—4. Philadelphia 1908. 

Proceedings of the California Academy of Sciences. Vol. 1, p. 1 — 6. 
Vol. 3, p. 1 — 40. San Francisco 1907. 08. 

Transactiona of the Academy of Science of St. Louis. Vol. 16, 8. 9. 
17, 1. 2. 18, 1. St. Louis 1907. 08. 

Transactiona of the Kansas Academy of acience. Vol. 2 1 , P. I. Topeka 1 908. 

University of Toronto Studies: Biological Serie«. No. 6. — Geological 
Seriea. No. 5. — Hiatory. Ser. I. Vol. 3. Review of Hiatorical 
Publications relating to Canada for 1898 y Vol. 12. — History and 
Economics. Vol. 2, No. 4. — Papers from the chemical Laboratories. 
No. 59. 66 — 70. 72. — Papers from the Physical Laboratories. 
No. 22 — 23. — Physiological Series. No. 4 — 6. — Psychological 
Seriea. No. 4. Vol. 3, No. 1. Toronto 1899 — 1908. 

The Journal of the Roy. Astronomical Society of Canada. Vol. 1, 
No. 5. 6. Vol. 2, No. 1—5. Toronto 1907. 08. 

Illinois State Laboratory [Urb an a]. Bulletin. Vol. 8,No. 1. Urbana 1908. 

Bureau of Education. Report of the Commissioner of education for the 
year 1906. Vol. 1. 2. Washington 1907. 08. 

Bulletin of the Bureau of Standards. Vol. 4- 5, No. 1. 2. Washington 
1907. 08. 

Smithsonian Miscellaneous Collections. No. 1741. 1791- 1803 — 1805. 
18 10 181 1. — Quarterly Issue. Vol. 4, P. 4. Vol. 5, P. 1. Washing- 
ton 1907. 08. 

8mithsonian Contributiona toknowledge. No. 1692. 1723. 1739. Washing- 
ton 1907. 

Smithsonian Institution. Bureau of American Ethnology. Bulletin. 33. 
35. — Report of the U. S. National Museum 1906/07. 

Annual Report of the Board of Regents of the Smithsonian Institution 
for 1905/06. Washington 1907. 

Annais of the Aatrophyaical Obaervatory of the Smithaonian Institution. 
Vol. 2. Waahington 1908. 

Claaaified List of Smithsonian Publications. Washington 1908. 

Synopaia of the Report of the Superintendent of the U. S. Naval Obaer- 
vatory for 1906/07. Waahington 1907. 

Report *of the Superintendent of the U. S. Coast and Geodetic Survey, 
showing the progrea8 of the work from July 1, 1906, to June 30, 1907. 
— Bulletin. No. 40. III and IV edit. No. 41 — Supplement to 
the Liat and Catalogue of the Publicationa. 1903— 1908. Waahing- 
ton 1901 — 08. 

Department of the Interior. U. S. Geological Survey. Geological Atlas 
of the U. 8. No. 141 — 150. — Professional Papers. No. 56. 62. 
Washington 1906. 07. 
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Bulletin of the U. S. Geological Survey. No. 309. 3x6. 319. 321. 322. 
3 2 5—340. 342—346. 348. 350. — Water Supply and Irrigation Paper«. 
No. 207. 209—218. Washington 1907. 08. 

Annual Report of the U. S. Geological Survey to the Secretary of the 
Interior. 28. 1 906/1 907. Washington 1907. 

Monographs of the U. S. Geological 8urvey. 49. Washington 1907. 

Mineral Resources of the U. S. 1906. Washington 1907. 

Südamerika. 

Anales de la Sociedad cientifica Argentina. T. 63, Entr. 4. 5. T. 64, 
65 66, Entr. 1. Buenos Aires 1907. 08. 

Boletin del Cuerpo de Ingenieros de minas del Peru. No. 56—62. 
Lima 1907. 08. 

Anales del Museo nacional de Montevideo. Vol. 6. Flora Uruguaya. 
T. 3. Fase. 3. Montevideo 1908. 

Annuario publicado pelo Observatorio do Rio de Janeiro para 0 
anno de 1908. (Anno 24.) Rio de Janeiro 1908. 

Boletim mensal do Observatorio do Rio de Janeiro de 1907, Jan. bis 
Junho. Rio de Janeiro 1907. 

ArchivoB do Museu nacional do Rio de Janeiro. Vol. 13. Rio de 
Janeiro 1905. 

Actes de la Socie'te* scientifique du Chili. T. 17, 1—5. Santiago 1907. 

Revista da Socicdade scientifica de Sao Paulo. No. 3. 4. Vol. 2, No. 1—8. 
Sao Paulo 1906. 07. 

Asien. 

Observations made at the Magnetical and meteorological Observatory 
at Batavia. Publ. by order of the Government of Netherlands 
India. Vol. 28. — Regenwaarnemingen in Neth. India. Jaarg. 28 
1906. Batavia 1907. 

Natuurkundige Tijdschrift voor Nederlandsch-Indie, uitgeg. door de 
kgl. Natuurkundige Vereeniging in Nederlandsch-Indie. Deel 67 
Welte vreden, Amsterdam 1908. 

Verbuk, B. D. M Rapport sur les Moluques (Edit. franc. du Jaarbook 
von het Mijnwezen in Nederl. Oost-Indie. T. 37, avec Atlas). 
Batavia 1908. 

Linguistic Survey of India. Vol. 9, P. 3. — Pag Sam Jon Zang. Ed. by 
Sarat Chandra Das. Calcutta 1907. 08. 

Indian Museum. Aunual Report. 1906/07. 

Memoire of the Indian Museum. Vol. 1, No. 2. Calcutta 1908« 

Records of the Indian Museum (A Journal of Indian Zoology) Vol. 1, 
P. 4. Vol. 2, P. 1. Calcutta 1907. 08. 

Kahler, B. Ä., Account of the Littoral Holothurioidea collect, by the 
„Investigator". Calcutta 1908. 

A Sketch of the Geography and Geology of the Hinialava Mountains 
and Tibet. By S. G. Burrard and H. H. Hayden. P. 1—3. Cal- 
cutta 1907. 

The Tökyö Imp. University Calendar. 2567/68 (1907/08). Tökyö 1908. 

The Journal of the College of science, Imp. University, Japan. Vol.21,8. 12. 
Vol. 23, 2—14. Vol. 24. 25, No. 1— 19. Tökyö 1907. 08. 
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Verzkichhis der einqeoanoexen Schriften. XXIX 

Mitteilungen aus der medizinischen Fakultät der Kais. Japan. Uni- 
versität Bd. 7, No. 3. 4. Tokio 1907. 08. 

Annotationes Zoologiae japonensis. Vol. 6, P. 3. 4. Tokyo 1907. 08. 

Publications of the Earthquake Investigation Committee in foreign lan- 
guages. No. 22 A, 22 C. Tokyo 1908. 

Bulletin of the Imp. Earthquake Investigation Committee. Vol. 2, 
No. 1. 2. Tokyo 1908. 

Australien. 

Proceedings of the R. Society of Victoria. N. S. Vol. 12, I. 19, II. 
20, IL 21, J. Melbourne 1899— 1908. 

Journal and Proceedingi of the Royal Society of New South Wales. 
Vol. 37—41- Sydney, 1904— 1908. 



2. Einzelne Schriften. 

Bibliographie des travaux de Godefroid Kurth 1863— 1908. S.-A. Liege, 
Paris 1908. 

Drescher, Ad., Der Aufbau des Atoms und das Leben. Gießen 1908. 

Felix, Joh , Studien über die Schichten der oberen Kreideformation in 
den Alpen und den Mediterrangebieten. T. 1. 2. S.*A. Stuttgart 
1903. 08. 

Frentzen, Aug., Die wahre Ursache der Ebbe und Flut nicht Mond- 
anziehung, sondern Sonnen wärme; o. J. u. 0. 

Grigoras, Eman., La Bialgebre. Bucarest 1908. 

Helmert, F. A, Trigonometrische Höhenmessung und Refraktionskoef- 
fizienten in der Nähe des Meeresspiegels. S.-A. Berlin 1908. 

Jelmek, Ludw., Kritische Geschichte der modernen Philosophie. — Ele- 
mentare Metaphy sick (sie !). (Berlin 1908). 

Kromphardt, G. Fred., Die Welt als Widerspruch. 2. Aufl. New 
York 1907. 

Lcyst, .F., 5 S.-A. meteorologischen Inhalte aus Bulletin des natura- 
listes de Moscou, 1906. 

Sauvage, C, Le Professeur David Carazzi, les huitres de Marennes et 
la Diatom£e bleue. Bordeaux 1908. 

See, T. J. J., Further Researches on the Physics of the Earth. S. A. 
(Boston) 1908. 

Svoronos, D. E., Die Münzen der Ptolemaeer. Bd. 4. Athen 1908. 

Velics, Anton von, Onomatopöie und Algebra. Budapest 1908. (09). 

Weber, K. 2)., 0 koreskom jazykö i koreanskom 6tenin kitajskich 
ieroglifor. — Probnaja transkripeii nasvanii vsöch goradov korei. 

— Imp. Russk. Geograf. Obs6estvo. kartograf. kommiss. 1907. 

Woitsch, L., Aus den Gedichten Po-Chii-J's. — Einige Hsich-Hou-Yii 

— Peckinger Suhua. T 1. Pecking 1908. 
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